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\J0  MO 

illustr.,  et  nobiliss.  viro’ 

domino 

D*  ALEXANDRO 

• ^ i 

RICC  ARDO, 

In  Supremo  Cee  faris  Confilio  Rc+ 
genti , & Fifci  Patrono . 


3S  jamduduiri 
invaluit  apud 
Bibliopolas,  ut 
quum  bono  pu- 
blico  opus  ali- 
quod £ Celeber- 
rimo quodam  Auftore  com po- 
litum , in  lucem  ab  ipfis  efTet 
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emittendum  , illud  fubmitte- 
rent , ac  nuncuparent  nomini 
alicujus,qui  tum  fuprema  ali- 
qua dignitate  praefulgeat  , tum 
in  Republica  litteraria  fum- 
mam  auctoritatem  obtineat  • 
Horum  utrumque  , quam  rar6 
accidat  , ut  in  uno,eodemque 
Viro  confiftere  videatur  , ex- 
plorata profe£l6  res  eft  • Qui 
enim  litteris  , iifque  graviori- 
bus dant  operam,  alias  ipforum 
mente  avocaca  , vix  in  publicis 
. negotiis  obeundis  , & ad  Rem- 
publicam  adminiftrandam  vi- 
dentur accomodati.Qui  verodi- 
gnitate,honoribufqjpr§cellunt, 
faftu  fublimes , arfogantefque 
fibi,  fuifque  Imaginibus  indi- 
gnum putant  litteras  profiteri. 
Tu  autem , Vir  Illuftriffime, 
communi  omnium  fufiragio, 

unus 


unus  inter  pauciflimos  es  > in 
quo  egregia  emulationeutrum- 
que  fulget  , ac  fplendet  • Tibi 
enim  ita  in  primis  litterae  funC 
charae  > ut  dum  ab  Auguftilfi- 
mo  noftro  Principe  aliis  fubin- 
de  , atque  aliis  dignitatibus  i- 
dentidem  infigniris  , earum 
nonmodb  non  oblivifceris,fed 
cas  ita  foves  9 ac  excolis  9 ut  ca- 
rundem  ftudiofis  materiam  pa- 
riter  9 & ftimulos  fubdas  . Tu- 
que  etiam  talem  mentis  aciem» 
& judicium  acerrimum  a Na- 
tura fortitus  es  , ut  dum  opti- 
marum litterarum  ftudio  ferio 
operam  navas, graviora  Invi&if- 
limi  noftri  Principis  negotia 
pari  diligentia  geris  9 ac  tra&as.’ 
Quemadmodum  verb  in  his  o- 
beundis  non  privatae  ambitio- 
ni 9 fed  publicis  utilitatibus  fer- 
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\ds,*nec  aliam  laborum  tuorum 
metam  tibi  proponis  , quam 
ipfius  Principis  famam  , & glo- 
riam . Ita  in  litteris  excolendis 
nihil  ad  fumum  , & oftentatio- 
nem,fed omnia  ad  veritatem  re- 
fers j nec  alium  exinde  fruftum 
colligere  ftudes,quam  plenam, 
folidamque  veritatis  cognitio- 
nem , quae  adeo  tibi  cordi  eft, 
lit  non  verearis  maxima  quae- 
que pericula  fubire  , qu6  eam 
defenderes  , ac  vindicares  ad- 
verfus  quofcumque, eandem  vi- 
ribus omnibus  fupprimere  ftu- 
dentes.  Neque  enim  vana,  & 
fuperficiaria  eft  ea  , quam  pro- 
fiteris litteratura  , quippe  qui 
unicum  litteris,  quas  vocant 
humanis , & multiplici  lingua- 
rum diverfieate , quas  inter  po* 
tiflimum  emineat  hecrufca,  la- 


tina,grseca,&  haebraica  , con- 
jungis etiam  ftudium  tum  Phi- 
lofophiae , aliarumque  fcientia- 
rum,quae  huicancillantur?*tutn 
Theologiae,  aliarumq, difcipli- 
narum,quaead  hanc  referuntur^ 
tum  denique  Artis  illius, quae 
bonum  , & aequum  refpiciens, 
Jurifprudentia  communiter  au- 
dit . Haec  igitur , quum  ita  finr, 
non  alium  te  aptiorem  potue- 
ram invenire  , fub  cujus  aufpi- 
ciis  nova  ifta  Algebrae  Elemen- 
ta poflent , citra  omnem  invi- 
diae morfum  ,tuto , feliciterque 
prodire  . Nec  verebor  rem  tibi 
ingratam  fa&urum  , quod  ea 
nomini  tuo  nuncupata  in  lucem 
emittam  $ tum  propter  eorum 
argumentum , quod  magnitu- 
dine^ dignitate  fua  fatis  com- 
J mendari  non  potefl  tum  pro*' 

pter 
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pter  Au&orem  iprum  , quem 
eximia  ejus  in  fublimioribus 
hifce  ftudiis  peritia  omni  fecit 
laude  majorem  . Hoc  unum 
etiam  , atque  etiam  abs  te  rogo, 
ut  quod  tibi  in  praefentiarum 
offerro  , velut  perpetuum  meae 
erga  te  obfervantiae 
velim  accipias  ,•  quandoquidem 
ad  id  non  aliud  me  adegit, quam 
ut  Angulis  teftatum  facerem, 
quanta  cum  veneratione  fim. 
Tui 


Addi&ifjimus  Famaht 
Bernajrdinus  Geflari. 
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LECTOREM* 

lia  me  ad  hoc  o» 
pus  conjcriben* 
dum  potijjimum 
impulerint  , vi-  > 
Jum  e fi  paucis 
bic  tibi , Benevo- 
le Ledor  j aperire  • Parabatur 
Typis  'Neapolitanis  nova  editio 
Elementorum  Arithmetica  Patris 
T aequet  i , Hac  ut  accuratior 
prodiret , ac  emendatior , rogavit 
tne  Bibliopola  , ut  ei  9 quantum  > 
pojfem , operam  darem  $ fed  onus 
mihi  etiam  adjunxit , ut fi  quii 
eidem  adjiciendum  exijiimarem , 
illud  adjicere  non  gravarer . Hinc 
prima  hujus  operis  origo  nata . 


volverem  , ac  fedulo  cogit aremy 
quid  nov<e  illi  editioni  adjungere 
fojjem  , quod  (ludiofae  Juventuti 
aliquid  utilitatis  afferret , ab 
ea  expeteretur  j nihil  utilius , ni- 
hil optabilius  fe  fe  obtulit , quam 
ut  brevi  quodam  fpe cimine  Alge - 
Ira  numero f a editionem  illam  or- 
narem ,J am  , quum  ad  fpecimen 
illud  confer ibendum  me  accinxe- 
rim, fatim  novi  aliquid  amplius 
me  confetlurum  , quam  optabat  * 
Bibliopola  . Neque  enim  aliud  hic 
expetebat , quam  ut  aliquid  adji- 
cerem , quod  viginti  , aut  triginta, 
paginis  poffet  includi,  ne  libri  mo- 
les , ac  volumen  admodum  excre - 
J 'ceret  . Unde  , quia  - fpecimen, 
quod  Animo  revolvebam  , multo 
plures  , quam  triginta  paginas 
exigebat , loco  ejus  opufculum  de 
permutationibus  , & combina - 


tionibus  compofui  , eoque  paffus 
fum , ut  meo  nomine  nova  illa  edi- 
tio auctior  prodiret  • Interim  Bi- 
bliopola, occa  [Ionem  naSlus  , a ro- 
gando non  dejlitit  , ut  Jpecimen 
Algebra  numerofa  , quod  mente 
conceptum  habebam  , confcribere 
non  gravarer  , quo  nempe  pojfet 
illud  feparatim  in  lucem  emitti . 
Hinc  itaque  facium,  ut  non  Nu- 
tnerofe  tantum  , fed  totius  Alge- 
brica  Scientia  Elementa  compo- 
nere fuerim  uggrejfus  . Nam, 
quum  feparatim  opus  in  lucem 
effet  emittendum , vifumfuit  non 
'iibs  re  futurum  Algebram  uni- 
•uerfam  eo  in  opere  comprehendere. 
Hanc  porro  provinciam  eo  luben- 
tius  fufcepi  , quia  nemo  ha&e- 
nus , quem  fetam , Scientia  hu- 
jus propemodum  divina  Elemen - 
ta  fic  confcribere  cur  (ivit , ut  ad 


mnes  laboris  fui  fruBurn  ali- 
quem optaverit  pervenire  . Cui 
& alia  accefjit  quoque  ratio , ea- 
que  fortaffts  pracipua , fcilicet, 
ut  Tyronibus  710/iris  mathemati- 
cis confuler em , qui  inopia  libra- 
tum parum , aut  nihil  in  hifce 
Jludiis  projiciebant.  Habet  quip- 
pe hac  noflra  Civitas , nonfecus9 
ac  Anglia , Gallia , vel  Germania, 
fuos  j quos  ojlentat  Chrijlophoros, 
Ga  litiaSyCyr  illos , Arianosyiec 

Hiem  defunt  inter  Patricios . Sed 
tantis  Ducibus  vix  unus  t aut  al- 
ter inter  Juvenes  ad  fumma  hu- 
jus difiiplinafajligium  pervenire 
vifus  eji’j  non  quidem  culpa  il- 
lorum j qui  tantam  in  docendo  fa- 
cilitatem ojlendunt , quantam  in 
agendo  humanitatem  $ nec  culpa 
ipfiusj uventutis , qua  ut  ad  hac 
fudi  a parata  9Jic  ad  eadem  apta 

dita 


nata  deprehenditur  $ Jed  unice, 
quia  non  adeo  facile  erat  /ludio - 
Jis,  lilros  ad  hac  Jludia  collinian- 
tes/ibi  comparare . f an  tum  ita- 
que ahejl , ut  in  his  concinnandis 
elementis  , iifdemque  in  lucem 
evulgandis  alicujus  gloriola  cupi- 
do me  adduxerit , ut  libenter  ab 
iis  me  abjlinuijfem , nifi  hac  om- 
nia illud  mihi  fuafjjent  . Ca- 
terum  Ji  noverim  , Candide  Le- 
ti or  , non  ingrato  animo  te  fufce- 
pturum  hoc  qualecumque  meum 
opus, alia  & fortajfe  majora  non 
gravabor  in  lucem  emittere, Jam 
enim  triennium  ejl,&  quod  ex- 
currit , ex  quo  opus  compofui , a 
pluribus  quidem  per  partes  tenta- 
tum,fed  a nemine , quem fciam, 
omnibus  fuis  numeris  abfolutum, 
nimirum  tratiatum  integrum  de 
natura,  0*  proprietatibus  curva - 


tum . Etft  enim  Recentiores  longe 
diligentius  , quam  Veteres  , exco- 
luerint partem  ifiam  Geometria , 
qua  de  lineis  curvis  edijferit  $ ei 
tamen  id  incommodi  accidit ,quod 
quacumque  ad  eam  pertinent , 
bine  inde  apud  varios  Auilores  , 
diverfs  methodis  tradita  , /par- 
fa  reperiantur  . Itaque  , ut  pars 
tjla  Geometria  pervia  , C7*  cui- 
que comparabilis  fieret  , eam 
ex  integro  tra&are  fufeepi  i unde 
epus  compofui , in  quatuor  libros 
diremptum , quorum  primus  agit 
de  curvis  geometricis  , fecundus 
de  curvis  mechanicis  9 tertius  de 
calculo  differ  enti  ali  9&  quartus  $ 
Jive  pojlremus  de  calculo  integra • 
li  . Sufcepi  etiam  tra&atum  a- 
Uum  phyfcowathematicum  con- 
fer ib  er  e , in  quo  motus  corporum 

omnium  fic  expendere  mihi  pro - 
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pofui,  ut  quacumque  a Galilao 
ufque  ad  nojira  tempora  circa 
hanc  materiam  excogitata  funt , 
exiifdem  principiis  ejjent  ojienfa , 
ac  derivata , cujus  equidem  tra- 
ctatas j nondum  ad  umbilicum 
perdudiifpecimina  aliquot  fub  no- 
mine Statiae , Hydroftatica  y<&* 
Aeroftatica  brevi  lucem  adfpi - 
cient  $ quum  jam  prima,  eorum 
pagina  fub  pralo,  reperiantur  . 
Neque  vero  hic  meorum  laborum 
jinis  erit . Adeo  enim  Mathema- 
ticarum Scientiarum  cognitio  me 
dele 61  at , tantamque  ex  iis  capio 
voluptatem  , ut  et  fi  prater  meum 
votum  aliis  quoque  Jludiis  , ab 
iis  longe  di£itis,operam  dare  coa - 
6lus  fim  , Matbeji  tamen  num- 
%uam  f uperf ede am  9 fed  in  ea  ex- 
colenda quotidie  aliquid  temporis 
fujfurabor . Vale, 
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Omne  5 quod  de  re  bona  dilucide 
dicitur , mihi  prae  lare  dici  vi- 
detur  $ ijliufmodi  autem  res  di- 
cere ornate  velle  s puerile  efi ; 
plane  autem  , & perfpicue  ex- 
pedire pojfe  > docti  9 intelli- 
gentis  Viri  . 

Ciude  Finib.  bon.  & mal.  lib.j.cap.f. 
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EMINENTISSIMO  SIGNORE 


F Elice  Mofca  fupplicanda  efpone  a 
V.Em.  come  defidera  dare  alie  ftam- 
pe  un 'Opera  Matematica  intitolata:  Ele- 
menta Algebra  pra  novis  Tyronibus  tu- 
multuario ftudio  concinnata  > compofta 
dal  Sig.NicoIb  di  Martino  » Publico  Let- 
tore  di  Matematica  in  quefta  Univerfita 
di  Napoii . La  fupplica  per  tanto  ^ com- 
metcere  la  cenfura  di  efla  a chi  meglio  li 
pareri»  e 1’havera  a grazia,  ut  Deus  &c. 

Adm.Rev.  D.  Cajetanus  de  Mari  revU 
da  at , & referat.  Die  i^.Jun.  17*  f« 

Antonius  Can.Castelu  Vic.Gen.’ 

D.  Tiiomas  Faenza  pro  Reverendifs. 

Can.  Dep. 


EMINENTISSIME  DOMINE 

EU  menta  Afge&ra  pro  novis  Tyroni- 
bns  tumultuario  Jludio  concinnatu 
£ D.  Nicoiao  de  M mino  in  Regio  hujus 
Urbis  Archigymnalio  Mathematum  Pro- 
feflore  , juflfu  Eminentia;  Veftra;  ledulis 
cum  perluftraverim  oculis,  nihil  non  mo- 
db  occurrit , quod  aut  fidei  divin*  , aut 
moribus  chriftianis  poilit  officere  verum 
etiam  magna  animi  voluptate  facultatis 
ejus  utillimas  aeque,  ac  difficillimas  pra*- 
ceptiones  clara  adeb  » & diftin&a  fufpexi 
methodo  enucleatas,  ut  nullo  fere  fit  cui- 
que negotio  integrum  , ea  inde  colligere, 
quibus  vel  aditum  fibi  , gradumque  ja- 
ciat ad  penitiores  illius  pallim  fubeundos 
receflus  , latebrafque  adftruiiores  , vel  ia 
his  ipfis  , fi  forte  jam  appulerit,  quodam- 
modb  fpatiari;  quapropter  opera  pretium 
duxerim  , publico  bono  in  lucem  edi , fi 
Em. V.  annuerit . Datum  Neap.v.Kal.JuU 
A.chriftiana;  a;ra;  md.cxxv. 

Em.  V. 

Humillimus , & obfeqttentifl.famulus 

Cajetanus  Mari. 

Attenta  fupradlcta  relatione  Rever. 
J).RcV/ foris,  Imprimatur.  Neap.  lyjulii 

Antonius  Can.Castelli  Vic.Gen. 
D.Petrus  Marcus  Giptius  Can.Dep. 

EMI- 
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EMINENTISSIMO  SIGNORE 

FE!ic«  Mofca  fupplicando  efpone  % 
V.Em»  come  debdera  dare  alie  fiam- 
pe  un^Opera  Matematica,  intito!ata:£/e- 
mtttta  AIgtbra  pro  novis  Tyronibus  tu - 
mu  It  n ar  io  fiudio  concinnata , compofta  da 
Nicoib  diMartino,  PubJico  Lettore  di 
Matematica  in  quefta  Univerfiti  di  Na- 
poli . La  fupplica  pertanto  a commettere 
la  cenfura  di  e/Ta  a chi  meglio  ii  parer4  « 
e 1’averi  a grazia»  ut  Deus  &c. 

Mag.  A . AI.  D.  Nicolaus  Cyri  Ilus  vi~ 
deQty&  in  /criptis  referat, 

Mazzaccara  Reo.  Alvarbz  Reo. 
Giovene  Reo.  Pxsacane  Reo. 

i Provifum  per  S.Em.4., Julii  1721. 

t “ . , . * ' •» 

jMaftellonus, 
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EMINENTISSIME  DOMINE 

JUfTu  Em.  Tua;  legi  Librum  » cui  Ti- 
tulus : Elementa  Algebra  pro  novis 
Tyronibus  tumultuario  Jludio  concinna - 
ta  h Nicolao  de  Martino  in  Regia  Vni- 
ver/itate  Neapolitana  Mathefeos  Profef- 
foni  aeque  in  eo  nil  prorfus  inveni»  quod 
Regi»  Jurifdi&ioni  adverfetur.  Imb  fum- 
mam  admiratus  fum  Juvenis  in  falebro- 
sa  materia  complananda  diligentiam  » & 

; ut  Algebra;  Elementa  haud  tu- 
multuario Jludio  concinnata  » fed  potius 
<xa£ttHima  lima  expolita  » & ad  Clean- 
this lucernam  elaborata  videantur:  atque 
adeb  non  folum  ad  Tironum  manudu- 
Bionem, fed  etiam  ad  prove&iorum  Geo- 
metrarum admirationem  excitandam  ac- 
commodata . Publici  igitur  juris  qu^m  | 

citilfime  facienda  efle  cenfeo  » fi  Eminen- 
ti» Tu*  nutus  non  abfuerit  . Neapoli 
viu.  Calend.  Sextii,  mdccxxv. 

Em.  Tu» 

Addittijfmas  Famulus 
Nicolaus  Cyrillus  ProfeiTor  Regius. 

Vifa  relatione  imprimatur  » & in  pu- 
blicatione fervetur  Regia  Pragmatica . 
Mazzaccara  Reo,  A&varez  Reo. 

Giovene  Reo.  Pisacane  Reg. 

Provifum per  S>Em.  Julii  i7*f* 

Maftellonus. 
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Errata  graviora  > qua  iit  hoc  primo  irre - 
pfcruttt  libro  j /?c  corrigat  LfiSlor 
Benevolas» 

IN  Praefatione  pag.  v.  lin.  2.  pro  quarti 
leg.  qua  . In  ipfo  verb  Opere  pag.  6 a. 
lin.  14.  pio  indicem  leg.  multiplicem , 
Pag.i44.lin.!  pro  a 3 — .^3  leg.at  fb*. 
Pag.  1 46.  lin.  1 9.  pro  c — 5 V 3 abc  leg. 
f f } \Z*abc,  Pag.  192.  in  fine  pro 

S/a  f c f a \/ac  leg.  W f c f 2 v/a’r. 
Pag.  226*  lin.  18.  pro  \/— i 1 f.  ieg.v/ 2 f. 
Pag.  2$  f.  lin.  20.  pro  \/  — f — v/3  leg. 
%/  — f — v/.— 1 5.  pag. 3 2 2.  lin.  1 x. pro  3 
ad  4 leg.  4 ad  3.  Pag. 3 2 f.  lin. 9.  pro  dupla 

1 1 

leg.fubdupla.  Pag.  3 29.lin-4.pro  — leg.— . 

~o  1 

Pag.360.  in  fine  pro  a leg.0  . Pag. 

bc  bc 

362.  lin.14.pro  — leg.  — . 

ac  a* 

MONITUM  I. 

]N  fractionibus , qua?  funt  exponentes 
poteftacum  imperfe&arum»  omifta  eft 
dat£  opera  lineola»  quae  inter  numera* 
torem  » & denominatorem  apponi  folet. 
£am  itaque  calamo  fuppleat  Ledtor  Be- 
, Ce- 


nevolus,  priufquam  operis  leaionem  ag- 
grediatur . 

monitum;  it 


UNumquemque  librum  horum  Ele- 
mentorum io  Epitomen  contra- 
aum  prajfation is  loco  exhibere  vifum  eft, 
ut  Tyrones  femel  opere  perleao  polline 
Prafationes  illas  adire  , li  aliquid  ipiis  e 
memoria  exciderit , quod  in  hifce  (ludiis 
non  raro  Colet  evenire. 


-eigitg9el%y^iOB^I<i 
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PRAEFATIO 


i 


Libri  Primi  Epitomem 
exhibens . 
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lia;  vulgb  Algebra  di- 
cicur  , eadem  grrece 
Analyfis  appellatur» 
vel  ut  Ars,  qua?  in  eo»' 
quod  qua;ritur>  in- 
veniendo , non  fyn- 
theli,  fi  ve  compofi- 
cione  > fed  analyli,  G- 
ve  refolutione  procedit . Eft  autem  Alge- 
bra nomen  ab  Arabibus  derivatum,quod 
fecundum  vim  fuam  idem  audit»  ac  Ars 
reftituendi , five  reintegrandi . Nec  equi- 
dem a munere  hujus  Artis  ifthwc  abhor* 
rec  denominatio  . Eft  enim  ipfius  hoc 
munus  pra?cipuum , ut  poftquam  ignota 
quantitas  per  varias  oper  ationes  fic  fue- 
rit deformata  , ut  aequalis  nota;  cuidam 
quantitati  prodierit , debeat  ex  «qualita- 

/«A  / * " ' * * • 


jj  V R JE  T A T I O 

te  iftS.  verus  illius  quantitatis  valor  ex- 
cerpi . Uncte  , qu»  prirnb  deformatur 
quantitas  , eadem  deinde  reintegratur,  ac 
y^lut  in  juftum  ordinem  reftituitur. 

Hanc  porro  Artem  vocamus  Algebram 
Arabico'  hojnfrte , quia  tametfi  apud  alias 
quoque  Nationes  fuerjt  exculta  » eam  ta- 
men ah  Arabu  manibus  proprie  mutua- 
ti fumus » a quibus  etiam  accepimus  ma- 
ximam partem  gr  aecae  litteraturae . Neque 
enim  latirias  » quas  habemus  > yerfiones 
Euclidis , Apollonii  » Ptolomaei , alio- 
jumque  Graecorum  » putandum  eft  e* 
graecis  originalibus  fuilTe  primb  de- 
promptas . Nam  ad  noftras  manus  perve- 
fti/Te  prius  eorum  yerfiones  arabicas  » 
quim  ipsa  Gr*corum  originalia  j notius 
eft  » quam  Ut  pollit  inficiari. 

Algebra  in  Europam  delata  » Itali  pri- 
mum eam  excdluertinti  nec  ullus»opinorjj 
erit , qui  primatum  iftum  Nobis  audet 
dlfputare  , Jam  inter  Italos  primus» qui 
de  Algebra  fcriplit , eft  Lucas  Pacciolus, 
di&us  etiam  Lucas  de  Burgo  . Et  quam- 
quam memoret  illeLeonardurh  Pifanum» 
aliofque  fe  antiquiores  » ii  quibus  didice- 
rat j eorum  tamen  opera  Typis  edita  non 
Habentur  . Pacciolum  fecutus  eft  Stiphe- 
lius  > aliique  ib  ipfo  citati . Sed  omnes 
^39  > ' « " *‘  ifti 
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ifti  iis  tantum  operam  collocarunt » qui» 
bu$  Arabes  Algebram  perduxerunt. 

Qui  Algebram  evehere  longius  inter  I- 
talos  ftuduitjis  omni  dubio  procul  eft  Ni- 
colaus Tartalea  . Etfi  enim  r.folutionem 
aquationum  cubicarum  fub  nomine  Lu- 
dovic»  Ferrarienlis  erudito  orbi- imperti- 
verit Cardanus;  eam  tamen  Tartalear  trU 
buendam  ede  , jam  norunt  Nafutiores. 
Tartaleam  excipit  Bomhellius,qui  quum 
docuerit,  qua  ratione  aquationes  quarti 
gradus  ope  alterius  cubicte  in  duas  qua- 
dratas dividi  queant  , methodum  fimui 
fuppeditavit , qua  refolutio  ajquationum 
quarti  gradus  polTit  obtineri. 

Dum  hifce  Itali , Arabum  veftigiis.  in- 
fiftentes  , incumbebant ».  in  lucem  pro- 
diit Diophantus  Alexandrinus  , anti- 
quioribus.quidem  Graecis  non.  accenfen- 
du$  , led  neqUe  etiam  adeo  ab  iis  remo- 
tus , quemadmodum  Donnulli  fufpican- 
tur.  Opus  iftud  Diophanteum»etfi  non  in- 
tegrum » fat  quidem  oftencUt  , quouCque 
iGra;cis  perdu&a  fuerit  Algebra.Quum- 
que  voces  i Diophanto  ufurpata;  diverfa; 
iint  ab  iis,  quibus  Arabes  utebantur  i 
conjicere  licet,  hos  aliunde  , quam  k Dio- 
phanto  , Algebram  accepille  fuain:eo- 
que  magis  , quod  multb  plura  in  Dio- 
a i phan- 
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phanto  reperiantur,  quam  qua;  Arabes 
Italis  noftris  tradiderunt. 

Horum  omnium  Algebra  erat  quidem 
figurata  , five  fymbolica  , fed  vix  alias, 
quam  quantitates  ignotas  , Colebant  cer- 
tis notis  , five  fymbolis  defignare.  Datas 
enim,  five  cognitas  quantitates  numeris 
tantum  exprimebant  . Unde  (altem  ex 
hoc  capite  numerofa  adhuc  ipforum  Al- 
gebra dici  merebatur  . Sub  finem  decimi- 
fexti  fa?culi  novam  in  Gallia  protulit 
Algebra;  fpeciem  Francifcus  Vieta 
fcilicet  alphabeti  litteris  quantitates  om- 
nes, five  datas,  five  incognitas  defignabat: 
ex  quo  facium  , ut  Algebra  litteralis  > fi- 
ve fpeciofa  diceretur. 

Vietam  fecuti  funt  Angli,  quos  inter 
duo  potillimuin  eminent,  Oughtredus,& 
Harriotus . Ambo  Algebram»  i Vieta  ex- 
cogitatam , infigniter  promoverunt  $ fed 
potillimum  in  id  operam  dedit  Harriotus, 
qui  primus  omnium  docuit  aquationes 
altioris  gradus  coponi  ex  fimplicioribus 
inter  fe  multiplicatis , adeoque  in  eafdem 
illas  pofse  refolvi . Magnum  fane  princi- 
pium,unde  natura,  ac  proprietates  aqua- 
tionum omnium  , velut  ex  fonte  uberri- 
mo, prono  alveo  profluunt. 

Etfi  autem  Algebra  Vietea,  utpote  Iit- 
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teralis , ac  fpeciofa,  univerfalior  efset  eaj 
quam  antea  obtinebat ; revera  tamen  ni- 
hil aliud  erat , quam  Ipfa  vetus  Algebra, 
alphabeti  litteris  adminiftrata  . Quam 
enimregulam  docuerunt  Arabes  pro  re- 
folvendis  aquationibus  quadrat.is,  ean- 
dem adhibuit  quoque  Vieta . Qnam  itern 
tradidit  Tartalea  pro refolvendis  arquat.io- 
nibus  cubicis , eandem  Vieta  eciam  af- 
fumpfit  . Et  quam  demum  excogitavit 
Eombellius  pro  dividendis  asquationibus 
quadrato-quadratis  in  duas»  qu*  tantum 
quadrata:  efsent  » eandem  & Vieta  iti^ 
dem  ufurpavit. 

Hinc  ilfdem  difficultatibus  » quibu* 
vetus  Algebra  fcatebat , nova  etiam  erat 
obnoxia, & ficuti  imperfe&a  erat  olim  re- 
dolutio  aquationum  cubicarum  ab  Ita- 
Hs  tradita,  fic  etiam  manfit  apud  Vietam. 
Hoc  unum  docuit  Francifcus  Vieta  > an- 
te ipfum  ai  nemine  traditum  » nimirum 
qua  ratione  linearum  ope  defignari  poW 
fint  radices  aequationis  . Sed  quoniam 
non  aliam  voluit  in  Geometriam  lineam 
curvam  admittere  , qujlm  circumferen- 
tiam circuli  i imperfe&am  quoque  mate- 
riam iftam  nobis  reliquit  i quandoqufc» 
dem  dumtaxat  conftru&ionem  exhibuit 
iliacum  aequationum  , quarum  radices 
a a 
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phanto  reperiantur,  quam  quse  Arabes 
Italis  noftris  tradiderunt. 

Horum  omnium  Algebra  erat  quidem 
figurata  , five  fymbolica  , fed  vix  alias» 
quam  quantitates  ignotas  » folebant  cer- 
tis notis  , five  fymbolis  defignare.  Datas 
enim,  five  cognitas  quantitates  nameris 
tantum  exprimebant  . Unde  faitem  ex 
hoc  capite  numerofa  adhuc  ipforum  Al- 
gebra dici  merebatur  . Sub  finem  decimi- 
fexti  fieculi  novam  in  Gallia  protulit 
Algebra:  fpeciem  Francifcus  Vieta 
fciiicet  alphabeti  litteris  quantitates  om- 
nes, five  datas,  five  incognitas  defignabat: 
ex  quo  faiSlum  , ut  Algebra  litteralis  , fi- 
ye  fpeciofa  diceretur. 

Vietam  fecuti  funt  Angli , quos  inter 
duo  potillxmum  eminent,  Oughtredus,  & 
Harriotus . Amba  Algebram,  Vieta  ex- 
cogitatam , infigniter  promoverunt  j fed 
potillimum  in  id  operam  dedit  Harriotus, 
qui  primus  omnium  docuit  a:quationes 
altioris  gradus  coponi  ex  fimplicioribus 
inter  fe  multiplicatis , adeoque  in  eafdem 
illas  pofse  refolvi  . Magnum  fane  princi- 
pium,unde  natura,  ac  proprietates  aqua- 
tionum omnium  , velut  ex  fonte  uberri- 
mo, prono  alveo  profluunt. 

Ecfi  autem  Algebra  Vietea,  utpote  Iit- 
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teralis  * ac  fpeciofa,  univerfalior  efset  eaj 
quam  antea  obtinebat ; revera  tamen  ni- 
hil aliud  erat , quam  ipfa  vetus  Algebra, 
alphabeti  litteris  adminiftrata  . Quain 
enimregulam  docuerunt  Arabes  pro  re- 
folvendis  aquationibus  quadrat.is » ean- 
dem adhibuit  quoque  Vieta  . Quam  item 
tradidit  Tartalea  prorefolvendis  a;quat.io- 
nibus  cubicis , eandem  Vieta  eciam  af- 
fumpfit  . Et  quam  demum  excogitavit 
Bom  bellius  pro  dividendis  ajquationibus 
quadrato-quadratis  in  duas,  qus  tantum 
quadratas  efsent  , eandem  & Vieta  iti-j 
dem  ufurpavit. 

Hinc  iifdem  difficultatibus  > quibus 
vetus  Algebra  fcatebat , nova  etiam  erat 
obnoxia, & ficuti  iinperfe&a  erat  olimre- 
•folutio  aquationum  cubicarum  ab  Ita- 
lis tradita,  fic  etiam  manfit  apud  Vietam. 
Hoc  unum  docuit  Francifcus  Vieta  , an- 
te ipfum  b nemine  traditum » nimirum 
qua  ratione  linearum  ope  defignari  pof- 
iint  radices  aequationis  . Sed  quoniam 
non  aliam  voluit  in  Geometriam  lineam 
curvam  admittere  * qu^m  circumferen- 
tiam circuli  •,  imperfe&am  quoque  mate- 
riam iftam  nobis  reliquit  i quandoqui- 
dem dumtaxat  conftru&ionem  exhibuic 
iliarum  «quationum  , quarum  radice» 
v i a j 
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alphabeti  litteras  exerceri . Secundus  a- 
het  de  problematum  refolutione  fpeciosS» 

%c  methodum  tradet  inveniendi  radice* 
aequationum  independenter  a Geome- 
tria . Tertius  erit  veluti  lfagogicus  pro 
ititelligenda  arquationum  geometrica  con- 
ftru&ione  , quum  locorum  geometri- 
corum compofitionem  exhibeat  . Et 
quartus  demum  aget  de  ipsi  aquatio- 
num conftrudlione  geometrica  , oftendet- 
que  qua  ratione  radices  aequationum  pof- 
fint  per  linearum  longitudines  defignari. 

Itaque  primus  noftrie  Algebra*  liber  a- 
oit  de  calculo  litterali , five  fpeciofo , o- 
ftenditque  » qua  ratione  algorithmus 
quantitatum  poflit  per  alphabeti  litteras 
exerceri  . Quantitates  Veteres  defigna- 
bant  , vel  per  numeros  > vel  per  longitu- 
dines linearum  . llcraque  defignandi  ratio 
fuas  habet  utilitates  » fed  utraque  fua 
•etiam  patitur  incommoda  . Utile  namque 
eft  , quantitates  per  numeros  defigna- 
tc  » quia  lic  facili  negotio  ad  calcu- 
lum poni  poflunt  ; difplicet  verb  ex 
alio  capite»  quia  per  numeros  non  omnes 
quantitates  exprimi  queunt.  Sed  viciflim 
tltile  eft»per  longitudines  linearum  quan- 
titates exprimere, quia  hac  ratione  omoes 
omnino  quantitates  polluat  delignarijdif- 
"f  s pii- 
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plfcet  ver?)  ex  alia  parte , quia  quantita- 
tes fic  defignatae  non  it»  facile  poiTunt  a<f 
calculum  poni.  , n 

Hinc  tertia  quantitates  delignandl 
ratio  excogitata,  qua;  habet  qaidem  u- 
triufque  utilitates , nullius  verb  incom-> 
modum  patitur  . Fit  enim  per  litteras  al- 
phabeti , quibus  calculus  perinde  perfici- 
tur , ac  numeris  fieri  folet , & quibus 
omnes  omnino  quantitates  pera:que  defi- 
gnantur  , ac  lineis  exprimi  poiTunt . Ita- 
que , qua  ratione  quantitatum  calculus 
fieri  debeat , quum  per  alphabeti  littera» 
quantitates  ipfie  defignantur  , priori  libro 
docemus  . Sed  in  tradendis'  regulis  hujus 
calculi  fupponlinus  , Leftores  non  igno* 
rare  calculum  arithmeticum  , ubi  quan- 
titates numeris  exprimuntur , quin  imb 
requirimus  , ut  in  eo  exercendo  magnan» 
habeant  promptitudinem,  ac  facilitatem^ 
Calculum  autem  litteralem  tradituri, 
Hlud  in  limine  pnemittimus  ,quod  iicuti 
quantitates  omnes  po/Tunt  per  alphabeti 
litteras  defignari , ita  earundem  multi- 
plices, aut  partes  quadibct  figuris  arith- 
metici»  non  incongrue  delignentur.  Prae- 
mittimus  , etiam , quod  in  calculo  litte- 
rali , prxter  ipfas  litteras '»  quibus  quan- 
titates exprimuntur , adhi^enatyr  quo- 
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te  ifti  verus  illius  quantitatis  valor  ex- 
cerpi'. Unde  , quae  primb  deformatur 
quantitas  , eadem  deinde  reintegratur,  ac 
yelot  in  juftum  ordinem  reftituitur. 

Hanc  porrb  Artem  vocamus  Algebram 
^rabido’ notiiine,  quia  tametfi  apud  alias 
quoque  Natione*  fuerit  exculta  » eam  ta- 
men ab  Arabu' manibus  proprie  mutua- 
ti fumus » a quibus  etiam  accepimus  ma- 
ximam partem  graecre  litteraturae . Neque 
enim  latirfas  , quas  habemus,  verfiones 
Euclidis , Apollonii  , Ptolomaei  , alio- 
xumque  Graecorum  , putandum  eft  ej? 
oraecis  originalibus  fuilfe  primb  de- 
promptas . Nam  ad  noftras  manus  perve- 
niife  prius  eorum  verfiones  arabicas , 
quim  ipsa  Graecorum  originalia  j notius 
dl  , quam  ut  polii t inficiari. 

Algebra  in  Europam  delata  , Itali  pri- 
mum eam  excdlueriint,  nec  ullus, opinor, 
erit , qui  primatum  iftum  Nobis  audet 
dlfputare  . Jam  inter  Italos  primus , qui 
de  Algebra  fcripfit , eft  Lucas  Pacciolus, 
dicius  etiam  Lucas  de  Burgo  • Et  quam- 
quam memoret  ille Leonardutii  Pifanum» 
aliofque  fe  antiquiores  , ^ quibus  didice- 
rat } eorum  tamen  opera  Typis  edita  non 
Habentur  . Pacciolum  fecutus  eft  Stiphe- 
lius  > aliique  db  ipfo  citati . Sed  omnes 
* ifti 
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Ifli  iis  tantum  operam  collocarunt » quU 
bus  Arabes  Algebram  perduxerunt. 

Qui  Algebram  evehere  longius  inter  I- 
talos  ftuduitds  omni  dubio  procul  ed  Ni- 
colaus Tartalea  . Etfi  enim  r.folutionem 
aquationum  cubicarum  fub  nomine  Lu- 
dovicf  perrarienlis  erudito  orbi  imperti- 
verit Cardanusj  eam  tamen  Tartalea?  trU 
buendam  elTe  , jam  norunt  Nafutiores» 


Tartaleam  excipit  Bomhellius,qui  quum 
docuerit»  qua  ratione  aquationes  quarti 
gradus  ope  alterius  cubica?  in  duas  qua- 
dratas dividi  queant » methodum  fimui 
fuppeditavit » qua  refoliitio  aquationum, 
quarti  gradus  poifit  obtineri. 

Dum  hifce  Itali , Arabum  veftigiis  in- 
fidentes  » incumbebant , in  lucem  pro- 
diit Diophantus  Alexandrinus  » anti- 
quioribus, quidem  Grsecis  non  acccnfen- 
dus  » fed  neque  etiam  adeo  ab  iis  remo- 
tus , quemadmodum  ftonnulli  fufpican- 
tur.  Opus  iftud  Diophanteum>etfi  non  in- 
tegrum » fat  quidem  odendit  » quoufqu® 
i Graecis  perdu&a  fuerit  Algebra.Quum- 
que  voces  k Diopnanto  ufurpata;  diverfaj 
fine  ab  iis,  quibus  Arabes  utebantur* 
conjicere  licet,  hos  aliunde  , quam  i Dio- 
phanto  , Algebram  accepifle  fuaimeo- 
que  gugis  * quod  multb  plura  in  Dio- 
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phanto  reperiantur,  quam  qua:  Arabe» 
Italis  noftris  tradiderunt. 

Horum  omnium  Algebra  erat  quidem 
figurata  , five  fymbolica  , fed  vix  alias» 
quim  quantitates  ignotas  » folebant  cer- 
tis notis  » five  fymbolis  defignare . Datas 
enim»  five  cognitas  quantitates  numeris 
tantum  exprimebant  . llnde  faltem  ex 
hoc  capite  numerofa  adhuc  ipforum  Al- 
gebra dici  merebatur  . Sub  finem  decimi- 
fexti  farculi  novam  in  Gallia  protulit 
Algebra;  fpeciem  Francifcus  Vieta  » 
fcilicet  alphabeti  litteris  quantitates  om- 
nes, five  datas,  five  incognitas  defignabat: 
ex  quo  fa&um  , ut  Algebra  litteralis  , fi- 
ve fpeciofa  diceretur. 

Vietam  fecuti  funt  Angli,  quos  inter 
duo  potillimum  eminent»  Oughtredus,  & 
Harriotus . Amba  Algebram,  h.  Vieta  ex- 
cogitatam , infigniter  promoverunt  5 fed 
potillimum  in  id  operam  dedit  Harriotus, 
qui  primus  omnium  docuit  a;quationes 
altioris  gradus  coponi  ex  fimplicioribus 
inter  fe  multiplicatis , adeoque  in  eafdem 
illas  pofse  refolvi . Magnum  fane  princi- 
pium,unde  natura,  ac  proprietates  aqua- 
tionum omnium  , vel  ut  ex  fonte  uberri- 
mo, prono  alveo  profluunt. 

Etfi  autem  Algebra  Vietea,  utpote  Iit- 


feralis  , ac  fpeciofa,  univerfalior  efset  ea, 
*}uam  antea  obtinebat  i revera  tamen  ni» 
hil  aliud  erat , qu^m  ipfa  vetus  Algebra, 
alphabeti  litteris  adminiftrata  . Quam 
enimregulam  docuerunt  Arabes  pro  re» 
folvendis  aquationibus  quadrac.is , ean- 
dem adhibuit  quoque  Vieta  . Quam  item 
tradidit  Tartalea  prorefolvendis  «quatio» 
nibus  cubicis,  eandem  Vieta  eciam  af- 
fumpfit  . Ec  quam  demum  excogitavit 
Uombellius  pro  dividendis  aequationibus 
quadrato-quadratis  in  duas,  qu«  tantum 
quadrat*  efsent  , eandem  & Vieta  iti- 
dem ufurpavit. 

Hinc  iifdem  difficultatibus  » quibus 
vetus  Algebra  fcatebat , nova  etiam  erat 
obnoxia,&  ficuti  imperfedla  erat  olim  re- 
solutio «quationum  cubicarum  ab  Ita- 
lis tradita,  Cic  etiam  manfit  apud  Vietam. 
Hoc  unum  docuit  Francifcus  Vieta  , an- 
te ipfum  h nemine  traditum»  nimirum 
qua  ratione  linearum  ope  defignari  pof- 
iint  radices  «quationis  . Sed  quoniam 
non  aliam  voluit  in  Geometriam  lineam 
curvam  admittere  , quilm  circumferen- 
tiam circuli  -y  imperfe&am  quoque  mate- 
riam iftaro  nobis  reliquit  $ quandoqui- 
dem dumtaxat  conftru&ionem  exhibuic 
illarum  aquationum  , quarum  radices 
k j cir- 
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circuii  , 5c  redite  lines  iijterfedlione  pof-i 

fune  inveniri. 

Exorto  Cartefio  t litterarii  orbis  egre- 
gio refla  ura  tore, ca;pit  ex  Algebra,&  Geo- 
metria ita  quidem  unum  conflari  corpust 
«t  una  ab  alterfl  amplius  divelli  non  pof- 
fet  . Quum  enim  noverit  Cartefius  im- 
perfectam efle  refolutionem  aquationum 
cubicarum  , ab  Italis  excogitatam  » rem- 
que efle  omnino  deploratam  * illam  ai 
umbilicum  perducere  ; ad  fem  efle  exifti- 
mavit , hac  viS  prietermifsa  * radices  ar- 
quationum  per  longitudines  linearum 
delignare . Itaque  invedtis  in  Geometriam 
tum  conicis  Veterum  fediion  ibus, cum  li- 
neis aliis  curvis » fedtiotiibus  conicis  ma- 
gis compofitis  ; illarum  cum  circum- 
ferentia circuli  interfedione  ajquationum 
omnium  docuit  conftrudliofiem. 

Id  autem  ab  iis  » qui  deinceps  funt  fe- 
jditi  , non  modo  non  improbatum  i fed  a 
-nemine,  quem  fciam  , expanlis  ulnis  non 
•acceptum  . Nnm  quum  lingulis  innotue- 
rit , radices  tequationum  non  melius  de- 
dignari pofle  , quim  interfedione  curva- 
rum i in  id  omnes  dederunt  operam  i uC 
non  amplius  refolutionem  atquationum 
algebraicam  i fed  earundem  conftru&io* 
«em  geometricam  excolerent . Q23  ratio- 
ne 
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ne  abdicata  fevera  ilJ4  lege » abfque  ulW 
fpndamento  latd,  quod  id  tantum  geome^ 
tricum  eflet j quod  circulo  * & refta  lmej 
perficitur  » non  tantum  Algebram  * le* 
fpfam  quoque  Geometriam  promov^ 
runt , & ad  fuam  amplitudinem  revoca- 
runt* 

”'Hiec  igitur  eft  hiftorica  narratio  ortus, 

& prostreflus  ejus  difciplin*,  qu*  Algebra 
dicitu".  Unde  colligitur  * Algebram  du- 
«pliciter  pertta&ari  pofle  i vel  IciUcet  in- 
IS  » Geometria , prout  excultu 
fuit  ab  iis  > qui  Cartefium  praeerunt, 
vel  eam  cum  GeOmetrU  conjungendo, 
prout  fadum  i Gartefio  * aliifque  , W 
Cartefium  (ecuti  , veftigi*  ejus  premerq 
voluerunt . Priori  modo  pertrattata  , erit 
yalde  imperfe&a  , ac  limitata  & angu- 
ftis  admodum  limitibus  coardabitut  .At 
verb  fi  fecundo  modo  tradatur  , hcebi t 
progredi  in  infinitum  , neque  uf]?u» 
terminus  jnveriietur*  _■ 

Hfiic  Algebrae  Elementa  pro  nov>s  Ty- 
*onibu$  tradituri » utroque  modo  illam 
•mertra&abimus . Quem  ia  fiQefn  in  ‘l11^ 
tuor  libros  univerfum  uoftrum  opus  par, 
«emur . Primus  eteuim  erit  de  «M. 
iitterali  ,five  fpeciofo,  & docebit  qua 
tiqne  algprichmus  quanUutuinfQtfic  pe* 
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hlphabeti  litteras  exerceri . Secundus  a- 
get  de  problematum  refolutione  fpeciosi» 

& methodum  tradet  inveniendi  radice* 
aequationum  independenter  a Geome- 
tria . Tertius  erit  veluti  Ifagogicus  pro 
ihtelligenda  a*quationum  geometrica  con- 
ftru&ione  , quum  locorum  geometri- 
corum compoGtionem  exhibeat  . Et 
quartus  demum  aget  de  ipsi  aequatio- 
num conftru&ione  geometrica  * oftendet- 
que  qua  ratione  radices  aequationum  pof- 
fint  per  linearum  longitudines  defignari. 

Itaque  primus  noftrse  Algebra;  liber  a- 
git  de  calculo  litterali , five  fpeciofo  , o- 
ftenditque  , qua  ratione  algorithmus 
'quantitatum  poflit  per  alphabeti  litteras 
exerceri  . Quanticates  Veteres  defigna-  • 
bant , vel  per  numeros  , vel  per  longitu- 
dines linearum  • lltraque  defignandi  ratio 
fuas  habet  utilitates  , fed  utraque  fua 
etiam  patitur  incommoda  . Utile  namque 
eft  , quantitates  per  numeros  defigna- 
're  i quia  lic  facili  negotio  ad  calcu- 
lum poni  poliunt  ; difplicet  vero  ex 
alio  capite,  quia  per  numeros  non  omnes 
quantitates  exprimi  queunt . Sed  viciflim 
titile  eft»per  longitudines  linearum  quan- 
titates exprimere, quia  hac  ratione  omnes 
omnino  quantitates  poliunt  delignarij  dif- 
f e pli- 
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plicet  ver?»  ex  alia  parte , quia  quantita- 
tes fic  defignata?  non  it?  facile  poiTunt  a J 
calculum  poni.  t 

Hinc  tertia  quantitates  defignandl 
ratio  excogitata»  quar  habet  quidem  u- 
triufque  utilitates , nullius  verb  incom-’ 
modum  patitur  . Fit  enim  per  litteras  al- 
phabeti , quibus  calculus  perinde  perfici- 
tur , ac  numeris  fieri  folet , Sc  quibus 
omnes  omnino  quantitates  peroque  defi- 
gnantur  , ac  lineis  exprimi  poiTunt . Ita- 
que y qua  ratione  quantitatum  calculus 
fieri  debeat , quum  per  alphabeti  littera» 
quantitates  ipfie  defignantur  , priori  libro 
docemus  . Sed  in  tradendis'  regulis  hujus 
calculi  fupponimus  > Leftores  non  igno- 
rare calculum  arithmeticum  , ubi  quan- 
titates numeris  exprimuntur , quin  imh 
requirimus  , ut  in  eo  exercendo  magnam 
habeant  promptitudinem»  ac  facilitatem^ 
Calculum  autem  litteralem  tradituri, 
illud  in  limine  promittimus  ,quod  iicuti 
quantitates  omnes  poiTunt  per  alphabeti 
litteras  defignari  > ita  earundem  multi- 
plices, aut  partes  qualibet  figuris  arich-. 
meticis  non  incongrue  deiignentur.  Pras- 
mittimus  , etiam , quod  in  calculo  litte- 
rali , proter  ipfas  litteras  » quibus  quan- 
titates exprimuntur » adhibeantur  quo-' 
,1"*  * que 
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que  figna  duo  » quorum  unum  utpote  pai 
fipivum  fignificat  plus  » alterum  utpote. 
negativum  ligniScat  minus.  Horum  li- 
gnorum dilpar  eft  ratio  j nam  quod  per 
unum  ponitur»  per  alterum  aufertur.lln- 
de  illud  etiam  Vifum  eft  iq  ipfo  limine  ad- 
notare  , quod  quum  plures  occurrunt 
quantitates  iis  lignis  connexa;*  iifdemque 
litteris  defignatx , contrahenda;  llnt  illa^, 
habita  lignorum»  quibus  afficiuntur  » ra- 
tion^i 

Quantitatum  litteris  defig/iatarum 
duas  fpecies  diftinguimus  , quarum  alias 
vocamus  fiqnpficei;»  alias  compolicas  * Sim* 
plices  funt  ilia;*  qua;  vel  unica  litteral*  yeL 
pluribus  litteris  nullo  ligno  cppulatis  de-* 
lignantur  . Compolita;  vero»  qua;  duabus 
aut  pluribus  litteris  ligno  aliquo  conjun»» 
Ais  exprimuntur  . Oderidimus  autem 
primo  loco  calculum  quantitatum  limpli- 
cium  i tum  deinde  progredimur  ad  calcu- 
lum quantitatum  compofitarum , qua;  es? 
fimplicluni  additione»  vel  iubtraAione  o- 
liuntur . Et  quoniam  ex  divifione  tum 
illarum  » cum  illarum  fubnafciintur  fra- 
AioUes  » Uve  quantitates  fra&rc  » harum 
proinde  calculus  poftea  fubneAitur. 

Ad  haac  docemus  formationem  potella» 

tum . Qua  in  xe  primo  quidem  oilendi** 
Mf  mus 
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mus  quid  veniat  nomine  poteftatis>&  qua 
ratione  diftinguantur  in  ordines  j deinde 
tradimus  elevationem  quantitatum  ad, 
quadratum  * five  fecundam  poteftatem» 
porrb  explicamus  elevationem  quantita- 
tum ad  cubum  » five  tertiam  poteftatemi 
& denique  qua  ratione  quantitates  ad 
poteftates  altiores  eleventur  > fumma- 
tim  aperimus . Eodem  in  loco  oftendi* 
mus  etiam  * quo  artificia  conftitui  polline 
tabula; » qua;  contineant  poteftates  omnes 
numerorum  naturalium* 

Formationem  poteftattim  excipit  earun- 
dem  refolutio  » five  extrario  radicum» 
Itaque  primb  docemus  , qua  ratioile  ex- 
trahi poflit  quadrata  radix  j deinde  quo 
pa<fto  extrahenda  fit  radix  cubica  i k de- 
nique quo  artificio  omnes  ali* radices  ex- 
trahi debeant . Quumque  ad  poteftates  e- 
levari  polfint  non  modi  quantitates  inte- 
gra;*verum  etiam  fra$ione$jdocemus  quo- 
que* quo  pa&o  extrahenda;  fint  radices  ex 
fra£lionibu$:  qua  in  re  methodum  prius 
oftendimus  * qua  mediante  fra&iones  ad 
quamcumque  datam* poteftatem  debeant 
attolli. 

Hoc  in  loco  explicamus  etiam  genefim 
quanti. atum  incommenfurabiiium  » qua- 
tenus confiderantnr  in  Anthmecicd , & o- 

ften- 
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ftendlmus  oriri  hujufmodi  quantlcatesi 
quum  radicem  oportet  extrahere  ex  quan- 
t/tate  t qua;  nequaquam  iit  poteftas  per- 
fe£ta  ejus  ordinis  , de  quo  agitur  . Quan- 
titates ifta;  folent  quoque  vocari  radicales» 
quia  fciiicet  defignantur » adhibito  tigno 
radicali . £a*dem  h Recentioribus  vocan- 
turetiam  poteftates  imperfcda?,quia  nem- 
pe ad  inftar  poteftatum  poiTunt  detignari*  1 
adhibitis  fra&ionibns  velutexponentibus» 
atque  hac  occatione  generaliorem  potefta. 
tum  idea n;  exhibemus*' '*  - 'uhvmiib 
Vocamus  etenim  poeeftatem  , omnem  1 ' 

quamcumque  quantitatem  , cui  i tergo* 
veiut  exponens » numerus  aliquis  tit  ad- 
fcriptus . Unde  quia  numerus  ifte  poteftr 
efle,  vel  potiti vus  , vel  negativus  > item- 


poteftatum  divifiones  proferimus  ; unam 
fiempe  in  pofitivas  * k negativas;  alteram 
in  perfe&as  > & imperfedlas  . Vocamus 
enim  poteftates  pofitivas  , qua?  exponen- 
tes habent  pofitivos  ; vocamus  verb  pote, 
ftates  negativas  » qua;  viciilim  habent 
exponentes  negativas . Et  timilicer  dici- 
mus poteftates  perfectas  > quarum  expo- 
nentes fune  numeri  integri  , dicimus  ve. 
tb  poteftates  imoerfe&as  * quarum  expo- 
nentes fu^C  numeri‘fra*fti.  ;•* 
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Pro  intelligemia  harum  omnium  pote- 
ftatum  natura  , explicamus  primb  natu- 
ram progreilionis  arithmetica; » & geome- 
trica: , itemque  analogiam  « qua;  inter 
utramque  progreflionem  intercedit  » o- 
ftendimus . His  praelibatis  » quid  interfit 
inter  poteftates  pofitivas  » k negativas» 
quidve  inter  poteftates  perfe&as » & im- 
perfecUs , aperitur  : qua  ratione  in  pro- 
patulo ponrur  .natura  tam  poteftatum. 
pof.ti varum » k negativarum  , quam  po- 
teftatum  perferarum  > & impeffe&arum. 
Denique  fubne&itur  calculus  poteftatum 
per  exponentes  j nam  multiplicatio  « di- 
vifio  i formatio  potedatum  » & extra£lio 
radicum  » quotiefcumque  circa  omnes  re- 
cenlitas  pocedates  , qua:  ad  unam,ean- 
demque  quantitatem  referuntur » debent 
inftitui»  longe  facilius  expcdiuntnr  adhi- 
bitis exponentibus  > qu^m  alia  quavis 
fatione. 

Quantitates  porrb  incommenfurabiles» 
five  radicales  quia  in  refolutione  proble- 
matum frequenter  occurrunt » accidit  fa;- 
pe  fiepius  » ut  & ipfa:  etiam  ad  calculum 
poni  debeant . Itaque  » ne  , quum  id  con- 
tingit , h^reant  Tyrones  * ad  rem  vifum 
eftj  earum  quoque  calculum  oftendere. 
Et  quoiyagi  de  hujufcemodi  quantita- 
tum 
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tum  calculo  rtihil  ferine  traditor  jfi  A- 
fithmettca  vulgari  , de  eo  proinde  pauli 
accuratius  dilferitur  : quem  in  finem 
exempla  ejus  calculi  afferuntur  , non 
modi  in  quantitatibus  * qua;  alphabeti 
litteris  defignantur  , verum  etiam  in  iis» 
qua;  per  numeros,  five  cyphras  arithmeti- 
cas exprimuntur. 

Quantitates  radjcales, perinde  ac  ratio- 
nales,dividi  poflunt  in  iimplices,  & com- 
pofitas : unde  primi  agitur  de  calculo  ra- 
dicalium  fimplicium,  tum  deinde  decal* 
Tulo  radicalium  compolitarum . Quanti- 
tates radicales  dicuntur  iimplices , quo-, 
tiefcumque  unicum  habent  terminum, 
euinque  affedlum  ligno  radicali , Ad  ha- 
rum quantitatum  calculum  intelligen- 
dum  , praemittimus  primi  , quod  fiquiw 
dem  aliquam  ipfarum  oporteat  aliquoties 
fumere,  fatis  (it  ei  ance  lignum  radicale 
congruentem  numerum  praefigere  ac 
proinde  , quod  fi  cuiljbet  quantitati  ra- 
dicali quaevis  quantitas  rationalis  praefi- 
gatur » intelligenda  fit  illa  toties  fumpta, 
quot  funt  partes  in  illa. 

Quantitates  , qua;  funt  extra  fignum 
radicale  ,five  fint  numerica; , five  litte- 
rales , vocamus  coefficientes  earum  , qua; 
fubfigno  tepetiuntur . Docemus  autem» 

qua 


P ft  * F 'A  T * 6 

qua  ratione  poilint  ea»  quoque  fub  figno 
collocari, fcilicet  fi  elevata?  ad  poteftatern* 
defignatam  ab  exponente  figni  radicalis» 
multiplicentur  per  quantitates,  fub  fignfr 
exiftentes  . Et  quoniam  quandoque  e* 
quantitatibus  fub  figno  exiftentibus,pof* 
funt  viciffim  nonnulla;  extra  fignum  coi* 
locari $ docemus  etiam  , quo  artificio  fieri 
id  poflit , nempe  fi  ex  quantitatibus  illi* 
extrahi  queat  radix  > 'i  ridicali  figno  de* 
nominata. 

Qu,um  ex  'quantitatibus  * fub  figno 
exiftentibus,  nonnulla;  extra  fignum  col- 
locantur i quantitates  radicales  longi 
fhrplicius  oriuntur  expreffx  . Quocirca* 
ut  ea?dem  quantitates  , ad  fimpliciores. 
fnas  expreifiones  reducantur  * hanc  re- 
gulam tradimus,  fcilicet»  ut  extra  fignum 
collocentur  e®  omnes  quantitates  , ex 
quibus  elici  poteft  radix  , ?«  figno  deno- 
minata. Sed  methodum  ttiam  indicamus, 
qua  vulgus  utitur  Algebriftarum  $ nimi- 
rum dividendo  quantitates»  fub  figno 
elidentes  , per  maximam  pdteftatem  , 1 
ridicali  figno  denominatam  » qu;e  in  iis 
Continetur. 

Per  iftam  quantitatum  radicalium  ad 
limpliciores  fuas  exprefliones  r£du£Uo- 
nem  » innotefeie  nobis » num  quantitates 

dua; 
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dua;  radicales  Ant  communicantes  inter 
Ce  , hoc  eft  rationem  habeant  ad  invicem 
commenfurabilem . Si  enim  contigerit» 
illas  redu&as  ad  Ampliciores  fuas  expref- 
fiones  eandem  fub  Agnis  radicalibus 
quantitatem  habere  » erit  earum  ratio 
commenfurabilis  , ac  rationalis  , utpote 
quse  illa  eadem  » qua;  inter  earundem 
eoefficientes  exiftit  j fecus  verb  , fi  fub  fi- 
gnis  radicalibus  diverfas  habeant  quan- 
titates. 

His  prsmillts » ad  ipfum  radicalium 
fimplicium  calculum  devenimus  . Et  pri- 
mb  quidem  ad  addendas  duas  , aut  plures 
radicales  Amplices  , reducenda;  fune  ea: 
methodo  tradita  ad  Ampliciores  fuas  ex* 
preffiones  . Nam  fjquidem  contigerit » eas 
fi c redu&as  eandem  fub  Agno  radicali 
quantitatem  habere*  fiet  additio,  conjun- 
gendo Amul  eoefficientes  ipfarum  , Sc 
feribendo  fummam  , velut  coefficientem 
ejufdem  quantitatis  radicalis . Quod  fi 
vero  quantitates  radicales  propoAta; , re- 
du&a;  ad  Ampliciores  fuas  expreffiones» 
non  habeant  eandem  quantitatem  fub  A- 
gno  radicali  * tunc  Aet  additio , adhibito 
fignoplus. 

Sed  abfque  ulla  redn&ione  alia  quo- 
que methodo  doccmug  Aeri  pofie  additio- 
nem 
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nem  radicalium  limplicium  , quam  com- 
modiorem exiltimamus  in  quantitatibus 
nuinericis  : nimirum»  fi  capiantur  quan- 
titates, fub  fignis  exiftentes , & dividatur 
major  per  minorem  . Nam  fiquidem  con- 
tigerit , ex  hac  divifione  talem  oriri  quo- 
tientem  , ut  extrahi  exinde  poilit  radix* 
quam  radicale  fignum  oftendit;  eliciatur 
radix  ilia,  eaque  unitate  aufta  fiat  coeffi- 
ciens  quantitatis  minoris, fub  ligno  polita?, 
& habebitur  fumma  qua?lita . Quod  fi  Ve- 
rb  ex  illo  quotiente  extrahi  nequeat  pra?- 
di&a  radix  j tunc  facienda  eft  additio  fi- 
gno  plus:  quemadmodum  fiat  oportet, 
ii  quantitati  radicali  addenda  Iit  quanti- 
tas alia  commenfurabilis  , ac  ratione 
lis. 

Secundb  , ut  ex  una  quantitate  radica- 
li fubtrahi  poUlc  altera  quantitas  radica- 
lis , reducenda?  funt  etiam  arnba;  ad  fim- 
pliciores  fuas  exprefliones.  Nam  fiquidem 
contigerit,  eas  fic  redu&as  eandem  fub  fi- 
gno  radicali  quantitatem  habere  j fiet 
1'ubtracfio  , fubducendo  coefEcientem 
unius  ex  coefficiente  alterius  , Sc  fcriben- 
do  refiduujn,  velut  coefficientem  ejufdem. 
quantitatis  radicalis.  Quod  fi  verb  quan- 
titates ad  fubtrahendumpropofita?,  redu- 
cta? ad  fimpliciores  fuas  expreifiones,  non 
Ub.l  - b ha- 
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habeant  fuMigno* radical^eandem  quao- 
titatem  j tunc  fiet  fubtradio  , adhibito  fi- 

gI1Sed ‘a^fque  ulla  redudione  fubtradio. 
nem  quoque  quantitatum  radicalium 
alia  methodo  docemus  , qu*  commodioc 
deprehenditur  in  quantitatibus  numen, 
cis : nimirum  capiendo  quantitates , f u 
fipnis  radicalibus  exiftentes  , & dlVi;den“ 
do  majorem  per  minorem.  Nam  fiquidem 
contigerit»  ex  hac  divihone  takm  oriri 

ouotientcm,  ut  exinde  fUc.  poffit  rad‘X, 
quam  radicale  fignum  oftendit  i fiat  radix 
?fta  * unitate  minuta  > coetficiens  quantir 
tatis  minoris  , fub  ligno  fuo  poto.  & - 

bebitur  refiduum  quaefitum-  Quod 
rh  ex  illo  quotiente  extrahi  nequeat  pra> 
dida  radix  » tunc  facienda  eft  fubtra^‘°’ 
adhibito  figno  minus  : quemadmodum 
fiat  oportet , quotiefcumque  inftitui  - 
bet  inter  quantitates  duas  , quarum  una 
fit  rationalis  » altera  radicalis. 

Tertibad  multiplicandas  per  fe  mu- 
tub  quantitates  fimplices  radicales,  nulla 
opus  eft  earum  ad  (implicares  fuas  ex- 
preffiones  redudione  , fed  fatis  eft  quan- 
titates, fub  fignis  exiftentes,  inter  fe  mu- 
. tub  multiplicare  , produdoque  idem  ra- 
dicale fignuin  praefigere  j quod  fi  ve^ 
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quantitates  radicales  fuos  habeant  coeffi- 
cientes  > necefse  eft  eos  quoque  inter  fe 
mutui)  multiplicare.  Sed  oftendimus  pro- 
ductum  , quod  oritur  ex  mutu^  quanti- 
tatum radicalium  multiplicatione , non 
femper  efse  quantitatem  aliam  radica- 
lem  * verum  fieri  pofse  * ut  quandoque 
fit  quantitas  commenfurabihs , ac  ratio- 
nalis : fcilicet  fi  quantitates,  fub  fignis 
exiftentes  , per  fe  mutui)  multiplicata;, 
producant  quantitatem» ex  qua  elici  pof- 
fit  radix  , quain  radicale  fignum  oftendit. 
Id  enim  quum  accidit , eliciatur  pr;edi- 
&a  radix,  eaque  per  coefficientes  quan- 
titatum propofitarum  multiplicata , pro- 
ducum quaditum  exhibebit  .. 

Quarti)  ad  dividendas  per  fe  mutui) 
quantitates  fimplices  radicales  , neque 
etiam  opus  eft  , eas  ad  fimpJicifcr.es  fuas 
expreifiones  revocare  , fed  fufficiet  quan- 
titates, fub  figno  exiftentes,  per  fe  mutui» 
dividere  , & quotie.nti  idem  radicale  fi- 
gnum praefigere  ; quod  fi  verb  quantita- 
tes radicales  fuos  habeant  coeJtficieotes, 
necefse  eft  eos  quoque  per  fe  mutuo  divi- 
dere . Sed  hic  etiam  notamus , quotien- 
tem  , qui  oritur  ex  mutua  quantitatum 
radicalium  divifione  , non  femper  efse 
quantitatem  aliam  radicalem,  verum fie- 
b i ri 
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ri  pofse  , ut  quandoque  fit  quantitas’ 
commenfurabiiis  * ac  rationalis  : fcilicet 
fi  quantitates,  fub  fignis  exiftentes,per  fe 
mutub  divifie  producant  quotientein,  ex 
quo  elici  poflit  radix,  quam  radicale  fi- 
gnum oftendit . Id  namque  fi  contingit» 
eliciatur  prxdifta  radix  , eaque  multipli, 
cata  per  quotientem  , qui  oritur  ex  mu- 
tua coefficientium  divifione  , qu»fitum 
quotientem  exhibebit. 

Quotiefcumque  quantitas  rationalis 
multiplicari  debet  per  quantitatem  radi- 
calem  , illa  huic  praefigenda  , nuilo  figno 
interje&oj  vel  etiam  , fi  quantitas  radica- 
lis  fuum  habeat  coefficientem  , multipli- 
candus eftifle  per  quantitatem  rationa- 
lem propofitam  . Verumtainen  , fi  inter 
quantitatem  radicalem  » & quantitatem 
aliam  rationalem  inftituenda  fit  divifio; 
tunc  ad  hanc  commodius  peragendam  » 
primb  quidem  attollenda  eft  quantitas  ra- 
tionalis ad  eam  poteftatem,quam  oftendit 
xadicalc  fignum  alterius  , tunc  deinde  di- 
vifio  facienda  . Carterum  , fi  ex  divifione  » 
quantitatum  fraclio  oriatur , ex  qua  elici 
jion  polii t radix  , de  qua  agitur  » tunc  ra- 
dicale  fignum  , vel  prasfigendum  toti 
fra&ioni  ad  modum  unius, vel  etiam  tam 
Xlujneratori»quam  denominatgxi.  Sed  fi  ex 
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numeratore  * denominatoreve  elici  poflic» 
non  item  ex  alio  ; eo  cafu,ex  quo  elici  po* 
teft  , eliciatur  j ex  quo  verb  elici  nequit» 
ei  radicale  fignum  leorfim  prasfigatur. 

Quintb,  quemadmodum  nulla  eft  opus 
redu&ione  , quuqi  quantitates  fimplices 
radicales  per  fe  mutub  multiplicantur# 
aut  dividuntur  , it^  neque  etiam  ulla  re- 
quiritur redudkio  * quotiefcumque  quan- 
titates radicales  ad  datam  quamcumque 
poteftatem  funt  elevanda;  , quum  fatis  fit 
ad  poteTlatem  illam  attollere  quantitates 
ipfas  * fub  lignis  exiftentes  * iifdemque 
idem  radicale  lignum  prxfigere  j quod  fi 
verb  quantitates  radicales  fuos  habeant 
coefficientes  , necefle  eft  , eos  quoque  ad 
datam  poteftatem  attollere  . Atque  hic 
quoque  notamus  , poteftatem  , ad  quam 
attollitur  quantitas  aliqua  radicalis , noa 
femper  efle  quantitatem  aliam  radicalem# 
fed  fieri  polle,  ut  quandoque  fit  quantitas 
commenfurabilis  , ac  rationalis  j veluti  fi 
poteftas  , ad  quam  elevanda  eft  quantitas 
radicalis, fit  illa  eadem*  quam  radicale  fi- 
ouum  oftendic  * Tunc  enim  ipfa  quanti- 
tas, fub  figno  exiftens,  per  qua;fitam  coef, 
fidentis  poteftatem  multiplicata,  id  quod 
qua;ritur  exhibebit. 

Denique  ad  extrahendas  radices  ex 
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dicalibus  fimpiicibus  neque  etiam  necef- 
fe  eft  , eas  ad  fimpliciores  Tuas  expreilio- 
nes  revocare  , quum  fufficiat  illas  extra- 
here ex  quantitatibus  , fub  figno  exiften- 
tibus,  iifque  idem  radicale  fignum  prarfi- 
gere  j fed  ii  quantitates  radicales,  ex  qui- 
bus radix  quacumque  extrahi  debet, fuos 
habeant  coefficientes  , necefTe  eft  , ex  iis 
quoque  radicem  illam  extrahere  . Quo- 
tiefcumque  autem  ex  quantitate  »fub  fi- 
gno exifiente  , extrahi  nequit  radix,  de 
qua  agitur  i tunc  multiplicari  debet  ex- 
ponens figni  radicalis  per  exponentem 
quiefita?  radicis  . Et  fiquidem  quantitates 
radicales  fuos  habeant  coefEcientes  , ex 
quibus  extrahi  nequeat  quiefica  radix  $ 
tunc  melius  erit  coeflicientes  quoque  fub 
lignis  radicalibus  reponere  , & radicem 
methodo  mox  tradita  ex  quantitatibus 
illis  extrahere. 

Ceterum  formatio  poteftatum  , & eX- 
traftio  radicum  in  radicalibus  fimpiici- 
bus multb  facilius  perficiuntur  , fi  quan- 
titates ipfa;  radicales  vel  ut  poteftates  im- 
perfe£la?  confiderentur  . Nam  quantum 
ad  formationem  poteflatum  , fatis  erit  ex- 
ponentes iplarum  duplicare»  fi  eleva  nda; 
fint  ad  quadratum  , five  fecundam  pote- 
ftatem  j triplicare,  ii  ad  cubum  , five  ter- 
tiam 


Digitized  by  Googlp 


pRiEFATlO  xxiij 

Ciam  poteftatem}quadrupIicare,fi  ad  qua- 
drato-quadratff,  five  quarta  poteftatejatqj 
ica  deinceps.  Quantum  Verb  ad  excra&io- 
liem  radicum  , fatis  erit  ex  exponentibus 
ipfarum  fumere  femidem  > fi  quasratur 
radix  quadrata  $ trientem  , fi  radix  cubi- 
ca ; quadrantem  , fi  radix  quadrato  qua- 
drata j atque  ita  in  infinitum. 

Oftendimus  autem  in  extrafUone  radi- 
cum ex  radicalibus  fimplicibus  , quod 
quacumque  radix  proponatur  extrahen- 
da ex  quantitate  aliqua  radicali  i femper 
radix  illa  debeat  ede  quantitas  altera  ra- 
dicalis  , nec  unquatTi  ede  poilit  commen- 
furabilis,  ac  rationalis  ; Nam  ut  talis  exi- 
ftat  , necede  foret » ut  extrafta  ex  quan- 
titate i fub  figno  exi  (lente  * radice  quadi- 
tu  i talis  oriatur  quantitas,  ut  exinde  ex- 
trahi quoque  poifit  radix,  i figno  radicali 
denominata  : quod  profeftb  quum  con- 
tingit , jaul  ab  initio  ex  quantitate  , fub 
figno  exifiente  , extrahi  poterat  radix» 
quam  radicale  fignum  oftendit,nec  proin- 
de erat  quantitas  incommenfurabilis  , ac 
radicalis. 

In  calculo  radicalium  fimplicium  il- 
lud femper  fuppofujmus , ut  quantitates 
radicales  inter  fe  mutub  addenda? , fub- 
trahendaf,  multiplicanda;  , aut  dividen- 
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da:  fint  ejufdem  denominationis  » five 
idem  habeant  fignum  radicale  . Unde  » 
quia  fiepefiepius  occurrit  ? ut  operationes 
iftse  inftitui  debeant  inter  radicales  di- 
verfa:  fpeciei  * five  denominationis  j lub- 
yungimus  proinde  modum»  quo  median- 
te radicales  diverfi  nominis  polfint  ad 
eandem  denominationem  revocari.  Hunc 
in  finem  quantitates  ipfas  radicales  velufc 
poteftates  imperfe&as,confideramus  .Sic 
enim  fatis  erit  ad  eandem  denominatio- 
nem reducere  fra&iones  » qua:  funt  expo- 
nentes earum  poteftatum  j quum  hac  ra- 
tione propter  communem  eorum  expo- 
nentium denominatorem » eadem  quoque 
erit  quantitatum  radicalium  denomina- 
tio. 

Hoc  autem  agentes » incidimus  in  re- 
gulam » quam  vulgus  adhibet  Algebrifta- 
rum  pro  reducendis  radicalibus  ad  ean- 
dem denominationem  : nempe  ,ut  primi» 
elevetur  quantitas  » fub  cujufque  figno 
exiftens  » ad  poteftatem  , a figno  alterius 
denominatam  » tunc  proprius  cujufque 
figni  index  multiplicandus  lit  per  indi- 
cem alterius.  Interim,fi  index  figni  unius 
quantitatis  radicalis  exafte  contineatur 
in  indice  figni  alterius  quantitatis  > tunc 
elevetur  foia  illa  quantitas  radicalis  ad 

po- 


. ,JtW  * 


P R JR  r A r I o sex? 
poteftatem  , denominatam  £ numero,  qui 
oftendit , quoties  unus  index  in  altero 
continetur  , & per  hunc  eundem  nume- 
rum multiplicetur  index  ligni  ejufdem 
quantitatis  . Nam  hac  ratione  jam  idem 
erit  fignum  utriufque  quantitatis  radica- 
lis  , nec  altera  quantitas  £ fede  fu&  mu* 
tabitur. 

Oftenfo  calculo  radicalium  fimpli- 
cium  , progredimur  ad  calculum  radica- 
lium compotitarum  , quem  facili  negotio 
intelliget  quicumque  regulas  prioris  cal- 
culi rite  perceperit . Quantitates  radica- 
les  dicuntur  compofitse  ,quum  duos  ,auc 
plures  terminos  habent  affe&os  ligno  ra- 
dicali  . Unde  licuti  commenfurabiles 
compoljt<e  oriuntur  ex  additione  , & fub- 
tra&ione  commenfurabilium  fimplicium; 

• ita  quoque  ex  additione  , & fubtra&io- 
re  radicalium  fimplicium  fubnafcun- 
tur  radicales  compofita? . In  harum  quan- 
titatum calculo  expediendo  illud  etiam 
aflumimus  , ut  quantitates  , in  quibus 
operationes  funt  inftituendar  » ex  ejuf- 
dem  fpeciei  radicaiibus  conftent . Quo- 
circa fi  quantitates  offerantur  , qua?  ta- 
dicahbus  conftent  diverfa?  fpeciei  j ea? 
mutanda  funt  prius  in  a’ias,  quarum  ra- 
dicales omnes  eandem  habeant  denomi- 
nationem. ’ Ita- 
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Itaque  primb  radicalium  compofita- 
jum  additiodem  in  hunc  modum  com- 
mode fieri  poffe  docemus  : reducantur 
primh  lingula:  cujufque  quantitatis  ad- 
denda? partes  ad  fimpliciores  fuas  expref- 
fiones  i deinde  conjdngantur  fimul  iif- 
demoninino  fignis  , quibus  afficiuntur: 
&fiquidem  plures  occurrant  partes  * qu;e 
eandem  fub  figno  radicali  quantitatem 
habentes*  iifdem  fignis  fint  a ffl-dta  , ad- 
dantur eerum  coefficientes  in  unum  ; 
quod  fi  verb  habeant  quidem  fub  figno 
tadicali  eandem  quantitatem  * fed  figna 
fint  contraria  , earundem  coefficientes  a 
fe  mutub  fubtrahantur  . Quod  fi  intee 
quantitates  radicales  alia-  exiftant  com- 
menfurabiles  , ac  rationales  , ex  quoque 
cum  aliis  fuis  propriis  fignis  ftint  con- 
jungenda: * verum  »quia  cum  radicalibus 
contrahi  nqqueunt , fatis  erit,  quum  fieri 
poteft,  inter  fe  mucub  illas  contrahere. 

Non  diffimiliter  fubtra&ionem  radi- 
calium compofitarum  inftituendam  efle 
decernimus  • reducantur  namque  primb 
fingula?  cujufque  quantitatis  partes  ad 
fimpliciores  fuas  expreffiones  , deinde 
conjungantur  fimul  , mutatis  fignis  par- 
tibus omnibus  quantitatis  fubtrahenda:. 
£t  fiquidem  hac  fa&a  conjun&ione,  plu- 
res 
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/es  occurrant  partes  , qua»  eandem  fub  fi- 
gno  radicali  quantitatem  habentes , iif- 
dem  fignis  fint  aflfeft;»;  , addantur  earum 
coefficientes  in  unum  $ quod  fi  verb  ha- 
beant  quidem  fub  figno  radicali  eandem 
quantitatem  » fed  ligna  fint  contraria* 
earundem  Coefficientes  \ fe  mutub  fub- 
ducantur  . Quod  fi  inter  partes  radicales 
quantitatis  fubtrahenda;  alia;  exiftanc 
commenfurabiles  * ac  rationales  , e»  quo- 
que mutatis  fignis  adjungenda;  fuut  par- 
tibus quantitatis  , ex  qua  fieri  debet  fub-* 
tradlio  j verum  , quia  cum  radicalibus  ip- 
fius  contrahi»  nequeunt  , fatis  erit  eas 
contrahere  cum  aliis  eommenfurabili- 
bus  , fi  qua;  funt  * in  hac  altera  quantita- 
te. 

Quantum  ad  multiplicationem  radi- 
calium  compoficarum  , eam  inftituimus 
eadem  omnino  ratione,  qua  quantitatum 
comrrienfurabilium  compofitarum  perfi- 
citur multiplicatio  : nimirum  multipli- 
cando fingulas  partes  unius  per  fingulas 
partes  alterius  , & fcribendo  produ&a  li- 
gno politi vo  , quum  quantitates  ad  in- 
vicem multiplicandi?  iifdein  fignis  affi- 
ciuntur,& viciilim  ligno  negativo, quum 
lignis  contrariis  funt  aiFe&x.Quamquam 
autem  pro  multiplicatione  quantitatum 
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radtcalium  haud  quidem  necefle  fit,ea§ 
ad  fimpliciores  fuas  exprefiiones  revo- 
care i attamen  ut  facilius  cognofci  pof- 
(it , qua:  produtta  oriantur  rationalia* 
vel  irrationalia  , quarque  itidem  peracla 
multiplicatione  funt  fimul  conjungenda» 
aut  a fe  mutub  fubtrahenda  * prajftat 
quantitates  omnes  radicales  ante  multi- 
plicationem ad  fimpliciores  fuos  termi- 
nos reducere » 

Similiter  quantitates  radicales  compo- 
litas  elevamus  ad  quamcumque  datam 
poteftatem  eadein  omnino  ratione»  qua 
ad  eam  attolluntur  quantitates  compofi- 
tK  rationales  i nimirum  capiendo  qua- 
drata partium  » duplumque  ejus,  quod 
oritur  ex  mutud  earum  partium  multi- 
plicatione , fi  ad  quadratum  fint  elevan- 
das; vel  fumendo  cubos  partium,  triplum 
ejus , quod  oritur,  multiplicando  qua- 
dratum prima:  per  fecundam, triplumque 
ejus»  quod  producitur,  mu  Implicando 
quadratum  fecunda»  per  primam  , fi  ele- 
vanda» fint  ad  cubum;  atque  ita  deinceps: 
& confiderando  quoque  velut  unam  om- 
nes priores  partes  , quotiefi-umque  pro- 
pofife  quantitates  Cx  pluribus » quam 
duabus , partibus  confiant  * Sed  obferva- 
mus  hoc  loco,  quod  quotiefcumque  ligna 
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quantitatum  radicalium  eofdem  habent 
indices  cum  po  eitate  , ad  quam  illa;  (unt 
elevand*  , tot  femper  termini  neceffarib 
oriantur  rationales  , quot  funt  partes  in 
quantitatibus  propofitis. 

Ad  divifionem  radicalium  compofita- 
rum  commodius,  peragendam  , oftendi* 
pius  primb  5 qua  ratione  inveniri  polfit 
quantitas  contraria  cujufcumque  dat» 
radicalis  . Vocamus  autem  dat»  alicujus 
radicalis  contrariam  quantitatem  , qu» 
talis  efl:  , ut  II  per  eam  data  quantitas 
radicalis  multiplicetur  , id  quod  produ- 
citur,fit  quantitas  alia  commenfurabilis» 
ae  rationalis.  H»c  quantitas  contraria  fa- 
cili negotio  invenitur  , quum  data  quan- 
titas radicalis  eft  fimplex  . Elevetur  fi- 
quidem  data  quantitas  ad  poteftatemi cu- 
jus index  lit  unitate  un?i  minor  indice  li- 
gni radicalis  , Sc  erit  poteftas  ifta  quanti- 
tas contraria  qu»lita  ; qu»  tamen  » ut 
fimplicior  habeatur  , contrahi  quando- 
que poterit  , fi  quantitas  fub  ligno  exi- 
ftens  dividatur  per  maximam  potefta- 
tem  & ligno  denominatam  , qu»  in  illa! 
continetur. 

Quod  fi  data  quantitas  radicalis  fit 
compofita  , eademque  duas  habeat  partes, 
invenimus  ejus  contrariam  quantitatem 
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hoc  artificio:  mutamus  uni  ejus  parti  fi. 
gnum  , quo  alfe&a  reperitur  , tum  fa&ai 
hac  mutatione  elevamus  quantitatem  to- 
tam ad  poteftatem,  cujus  index  fit  unita- 
te un3  minor  indice  figni  radicalis  : nam 
fi  deinde  cx  terminis  hujus  poteftatis  de- 
leantur coefficientes , hoc  eft  numeri  de- 
fignantes , quoties  termini  illi  fumi  de- 
beant in  poteftate  5 erit  ipfa  Illa  poteftas* 
ex  cujus  terminis  deleti  funt  coefficien- 
tes, quantitas  contraria  quaefita  .Atque 
ha:c  regula  , non  dilfimilis  ab  illa  ,quam 
in  magno  fuo  opere  arithmetico  docet 
Nicolaus  Tartalea,  locum  etiam  obtinet, 
fi  una  ex  duabus  partibus  radicalis  pro- 
pofita:  fit  commenfurabilis,  ac  rationalis. 
Sed  fi  quantitas  radicalis  tres  partes 
habeat , paulb  difficilior  erit  contraria: 
quantitatis  inventio  , & nonnifi  analy- 
fis  ope  illa  poterit  inveniri . Interim  in 
Tyronum  gratiam  duas  regulas  valde  fa- 
ciles , ac  expeditas  proferimus  : quarum 
una  locum  libi  vindicat  in  iis  quantita- 
tibus , qua:  confiant  ex  radicalibus  qua- 
dratis, & in  quibus  index  figni  radicalis 
eft  binarius  j altera  locu  obtinet  in  quan- 
titatibus , qua:  conftant  ex  radicalibus 
cubicis  , qusque  pro  indice  figni  radicalis 
ternarium  habent.  * 
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Oftenfo  > qua  ratione  inveniri  poflit 
quantitas  contraria  data;  alicujus  radica* 
lis  * divifionem  explicamus  radicalium 
compofitarum  . Et  quidem  interdum 
quantitates  radicales  compofita;  dividi 
polfunt  per  fe  mutub  eadem  quoque  ra- 
tione , qua  fit  divifio  quantitatum  com- 
inenfurabilium.Sed  generaliter  divifio  ha- 
rum quantitatum  longe  facilius  perfici- 
tur , faciendo  » ut  divifor  unicum  termi-' 
num  contineat . Id  autem  obtinetur  » ca- 
piendo quantitatem  contrariam  diviforis» 
& per  eam  tam  diviforem  * quUm  quanti-, 
tjtem  dividendam  multiplicado^pam  hac 
ratione  divifor  evadet  rationalis  » adebque 
unicum  tantummodo  terminum  con-  t 
tinebit . Necefie  eft  verb , per  quantita- 
tem contrariam  diviforis  tam  diviforem» 
quUm  quantitatem  dividendam  multi- 
plicare , ut  divifio  propofita  non  altere- 
tur » & quarfitus  exinde  quotiens  deduca- 
tur. 

Diviforem  radicalium  compofitarum 
excipere  debebat  extra&io  radicum  ex 
iifdem  quantitatibus*  fed  operatio  ifta  di- 
gna nobis  vifa  eft,  ut  peculiari  capite  per- 
tra&etur.  Itaque  de  ea  feorfim  agentes» 
notamus  primi»  radicales  fimplices  vocari 
poflim  monomia , quali  quantitats  unius 

no- 
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nominis,  five  termini  i & ob  eandem  ra3 
tionem  radicales  compofitas  vocari  mul- 
tinomia  , quia  fcilicet  plura  nomina  , fi- 
ve terminos  continent  ; fed  fpeciatim  di- 
ci binomia,  quum  duos  terminos  habenti 
trinomia, quum  tres-,  quadrinomia,  quum 
quatuor  j atque  ita  deinceps  . 

Notamus  quoque  , diverfitatem  termi- 
norum in  radicalibus  compofitis  repeten- 
dam efle  a diverfitate  quantitatum  , quaj 
in  iis  terminis , ad  fimplieiores  expreilio- 
nes  revocatis, fub  radicali  fipno  continen- 
tur:unde  fi  in  radicalibus  compofitis  du», 
autplures  radicales  fimplices  occurrant, 
qua?  redudtee  ad  Tuas  fimplieiores  expref- 
fiones  , eandem  habeant  fub  radicali  ligno 
quantitatem  j eat  non  totidem  terminos, 
fed  unicum  conftituere  dicuntur.  Nec  re- 
ticemus , radicales  compofitas  vocari  bi- 
nomia  , trinomia  , aut  quadrinomia  , 
etiam  fi  in  iis  aliquis  terminus  fuerit 
commenfurabilis,ac  rationalis.Sed  quem- 
admodum omnes  illae  partes  radicales , 
qua;  eandem  fub  figno  radicali  continent 
quantitatem  , pro  uno  , eodemque  termi- 
no computantur  ; ita  etfi  plures  fuerint 
partes  commenfurabiles  , ac  rationales» 
omnes  tamen  pro  uhq>  eodemque  termi- 
00  fumi  debent. 
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Quoniam  autem  in  refolutione  proble- 
matum non  alius  fere  cafus  occurrit  , 
quam  ut  radices  extrahantur  ex  iis  quan- 
titatibus radicahbus  , qua»  duos  terminos 
habentes  , dicuntur  binomia  , idcircb  de 
extra&ione  radicum  ex  binomiis  dumta- 
xat* agendum  aggredimur . Sed  binomia» 
ex  quibus  radices  extrahimus j non  ex 
cujufcumque  generis  radicalibus  con- 
fiant » fed  ex  iis  tantum  , qua;  figno  qua- 
drata; radie  s afficiuntur . Cujus  rei  ratio 
efi  * tum  quia  hujufmodi  potifiimum  bi- 
nomia occurrunt  nobis  in  problematum 
refolutione  , tum  etiam  quia  ex  aliis  bi- 
nomiis non  ita  facile  efi  radices  extrahe- 
re. Quin  etiam  radices  horum  binomio- 
rum  tales  itidem  optamus,  ut  nonnif^ 
ejufdem  generis,  hoc  efi  quadratas  radica- 
les  comprehendant  j quia  quum  lic  non 
oriuntur  expreife  , arbitramur  melius 
fa&urum,  qui  ingenue  fatetur,  eas  ex- 
trahi non  pofle  , eafdemque  exhibet , ad- 
hibito alio  figno  radicali , quod  quantita- 
tem totam  comprehendat. 

Itaque  primb  docemus,  qua  ratione 
extrahi  poffit  quadrata  radix  ex  hino- 
miis  : qua  in  re  ofiendiinus  ante  omnia  , 
quod  ut  ex  aliquo  binomio  ejufmodi 
quadrata  radix  extrahi  poflit , ut  nonnifi 
ULl*  c n* 
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radicales  quadratas  comprehendat  * unus 
ex  terminis  ejus  debeat  efle  rationalis» 
alter  incommenfurabilis  » ac  radicalis  : 
fed  oRendimus  deinde,  pra:ter  id,  alia  duo 
requiri  * primum  , ut  terminus  rationalis 
major  iit  termino  radicali ; & alterum, ut 
differentia  quadratorum  utriufque  ter- 
mini fit  etiam  quadratum:  qua:  quidem 
quum  habentur  ♦,  extrahetur  quadrata 
radix  , capiendo  differentiam  quadrato- 
rum , qua:  fiunt  ex  terminis  propofiti  bi- 
nomii » ejufque  quadratam  radicem  pri- 
mb  addendo  termino  rationali , deinde  ex 
eodem  fubtrahendo  * quippe,  fi  poftea  ca- 
piantur femiffes  fumma: , & refidui  erunt 
radices  harum  femifiium  termini  quaflita? 
radicis. 

Neque  verb  filentio  praeterimus , quod 
|i  in  radicibus  extrahendis  parum  cure- 
mus , fi  ea:  radicales  contineant  quadra- 
tas , aut  alterius  cujufque  fpeciei,  poffit 
eadem  regula  etiam  ex  binomio  , cujus 
Vterque  terminus  fit  radicalis  » extrahi 
quandoque  quadrata  radix  • Sed  oftendi- 
mus  , quod  , ut  id  fieri  pofiit,  neceffe  fit» 
binomium  illud  hujufmodi  efle , ut  dif- 
ferentia quadratorum  ex  terminis  ejus 
non  quidem  fit  quadratum  , fed  ut  ejus 
quadrata  r^dix  rationem  habeat  com- 
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menfurabilem » ac  rationalem  cum  ali» 
quo  ex  terminis  propofiti  binomii , qub 
fcilicet , & addi  , Sc  fubtrahi  polltC  ex  ter- 
mino illo. 

Secundb  docemus , qua  ratione  ex  bi- 
nomiis  extrahi  poilit  radix  cubica  . At- 
que hic  oftendimus  in  primis  * radicem 
cubicam  i qua;  fit  ejus  natur*  , qualem 
optamus  , extrahi  poiTe  , non  modb  ex 
binomio  , cujus  unus  terminus  eft  ratio- 
nalis , alter  radicalis  , verum  etiam  ex 
binomio  , cujus  uterque  terminus  fit  ra- 
dicalis . Sed  oftendimus  quoque  , quod 
cujufcumque  fit  forma?  hinomium  pro- 
pofitum,ut  ex  eo  extrahi  pofiit  radix 
cubica  , qu*  nonnifi  radicales  quadra- 
tas comprehendat,  hujufmodi  effe  debeat, 
ut  differentia  quadratorum  ex  terminis 
ejus  non  quidem  fit  quadratum  , fed  cu- 
bus perfeftus  $ atque  hujus  radix  cubica 
erit  differentia  quadratorum  ex  terminis 
quafit*  radicis,  quum  ifta  extrahi  poteft. 
Unde  pro  extrahenda  radice  cubica!  ex 
binomio  , cujus  unus  terminus  fit  ratio- 
nalis, alter  radicalis  , hanc  regulam  de- 
ducimus. 

Capiatur  radix  cubica  proxime  major 
binomii  propofiti*  fed  qu*  non  amplius, 
quam  femifle  unitatis  differat  a vera  ra- 

. C a di- 
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dice , qu*  praetet  propter  cognofci  p 
tum  ex  differenti^  quadrarorum  , 
fiunt  efl  terminis  ejufdem  binomii 
ciatur  radix  cubica  , eaque  per  rac 
illam  proxime  majorem  dividatur 
ii  terminus  rationalis  major  fuerit 
mino  radicali , quotiens  , qui  exin 
xitur  , addatur  cum  eadem  illa  r 
proxime  majoris  & fiquidem  furams 
jus  capiatur  femiffis  fine  fra&ion 
cujus  quadrato  fubducatur  radix  ci 
praedifts  quadratorum  differentiie  i 
femiilis  illa  pars  rationalis  , radix 
quadrata  refidui  inde  orti  pars  rad 
quasfitas  radicis  . Quod  fi  autem  tern 
rationalis  minor  fuerit  termino  rad 
quotiens»  qui  exilia  divifione  proi 
tur»  fubducatur  ex  radice  illa  pro 
majori  fiquidem  refidui  hujus  c 
tur  adhuc  femiflis  fine  fraftione  » ( 
quadrato  addatur  radix  cubica  pras 
quadratorum  differentiae  » erit  rurfi 
miliis  illa  pars  rationalis  » radix 
quadrata  fummas  inde  ortas»  pars  ra 
lis  quasfitas  radicis. 

Notamus  autem»  quantitatem,  qu 
hanc  regulam  invenitur»  non  femp 
fe  radicem  propofiti  binomii , fed 
demum,  quum  ha;c  ex  ilio  extrahi  p 
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acq»  Id  infuper  non  aliter  cognofci  poiTe, 
qu£m  fi  rei  periculum  fiat . Nam  etfi  » 
quum  differentia  quadratorum  ex  termi- 
nis propofiti  binomii,  nequaquam  eft  cu- 
bus perfeftus,  extrahi  illa  non  poffit;  non 
hinc  tamen  concludendum  eft  , viciffim 
extrahi  illam  femper  poiTe  , quum  praedi- 
ca differentia  cubus  prodit  perfe&us.  Sed 
notamus  quoque , quod  fi  de  qualitate 
radicum  folliciti  nequaquam  nos  elfe  ve- 
limus , extrahi  quandoque  poffit  radix 
cubica  etiam  ex  binomio  , in  quo  diffe- 
rentia quadratorum  ex  terminis  ejus  ne- 
quaquam fit  cubus  perfeCus.  Nam  fi  ter- 
mini iftius  binomii  multiplicentur  per 
differentiam  illam  > novum  producetur 
binomium  , in  quo  differentia  quadrato- 
rum ex  terminis  ejus  cubus  erit  perfc- 
Cus:  quocirca  fi  ex  novo  ifto  binomio  ra- 
dix cubica  extrahi  poffit , eadem  divifa. 
per  radicem  cubicam  prioris  differenti** 
dabit  radicem  cubicam  prioris  binomii* 
Atque  hac  ratione  oftendimus,radicem 
cubicam  extrahi  quandoque  poiTe  ex  bi- 
nomio , cuius  termini  fraCiones  invol- 
vant,fcilicet  fi  per  multiplicationem  tol- 
lantur fraCiones  illae  , & deinde  novi 
binomii  radix  cubica  dividatur  per  radi- 
cem cubicam  ejus  quantitatis , quae  vi- 
c i ces 
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ces  geflit  multiplicatoris  . Nec  c 
ratione  docemus  extrahi  po/Te 
cubicam  ex  binomio  * cujus 
terminus  eft  radicalis  *.  nimirum 
tiplicationis  ope  unus  ex  termi 
fiat  rationalis  * & deinde  radix 
novi  binomii  dividatur  per  radice 
cam  illius  quantitatis*  qua:  multi 
ris  vices  obtinuit . Sed  fi  radix  cu 
trahenda  non  alias  radicales  * qua 
dratas  * debeat  continere  j eliciet 
fi  termini  propofiti  binomii  ita 
cius  exprimi  poflint  * ut  fumma 
cientium  fit  quadrupla  fumma:  qi 
tum,fub  fignis  exiftentium  i dif 
verb  eorundem  coefficientium  fii 
differentia? » qua:  inter  eafdein  qi 
tes  exi  (lit:  nam  deletis  coefficie 
dabunt  ipfi  termini  quxfitam  rad 
Denique  docemus  * qua  ratione 
nomiis  extrahi  poflint  radices  alia 
flores  i fed  hac  in  re  vifum  eft  noi 
tum  rationem  exponere  * qua  < 
poflint  rad  ces  illa; , qua:  referun 
pote fta tes  numeri  imparis  * nam 
tum  ad  eas  * quar  referu  itur  ad  p 
tes  numeri  paris  , haberi  p offui 
extra&ionemivel  folius  radicis  qua 
Ytl  quadrata:  fimul , k cubica:  farpi 
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petitam  . Et  quamquam  hoc  eodem  arti- 
ficio extrahi  qUoque  poffint  quam  plu- 
res  radices  » qua;  ad  poteftates  numeri 
imparis  referuntur  » veluti  exempli  gra- 
tia radix  , qua;  refertur  ad  poteftatem  no- 
nam > quippe  qua;  haberi  poteft  per  du- 
plicem radicis  cubica;  extra&ionem  : eas 
nihilominus  excipere  ndn  «xiftimavi- 
mus  ; tum  quia  regula  i nobis.  aiferenda 
non  eftdlflimilis  ab  illa»quam  attulimus 
pro  extra&ione  radicis  cubica;  » tum 
etiam  » quia  inter  radices  numeri  paris» 
& radices  numeri  imparis  non  leve  dif- 
crimen  intercedit. 

Itaque  radices  numeri  imparis  regula- 
riter ex  iis  tantum  binomiis  extrahi  pof- 
funt,  qua;  unum  habent  terminum  ratio- 
nalem i alterum  radicalem»  fed  ad  eas  ex- 
trahendas nece  fle  eft  » ut  differentia  qua- 
dratorum ex  terminis  ejus  fit  poceftas 
perfedla  ejufdem  ordinis  cum  illa»  de  qua 
agitur  $ ejufque  radix  erit  differentia 
quadratorum  » qua;  fiunt  ex  terminis  ex- 
trahenda; radicis»  quum  h*c  taliter  elici 
poffit»  qualem  regulariter  optamus  . Un- 
de pro  extrahendis  radicibus  numeri  im- 
paris ex  binomiis  » quorum  unus  termi- 
nus (it  rationalis  » alter  radicalis»  regu- 
lam colligimus  non  diifimilcm  ab  e& 
c 4 quaig 
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quam  tradidimus  pro  extraftione  r « 
cubica; . Eadem  namque  per  omnia 
peragenda  , nifi  quod  , ubi  illic  elic 
erat  radix  cubica  , hic  radix  oporte 
datur  ejufdem  ordinis  cumilld,d 
agitur. 

Ceterum  hic  quoque  nodamus  , c 
titatem  , qui*  per  hanc  regulam  in 
tur  * tunc  demum  effe  radicem  quxl 
quum  h»c  ex  propofito  binomio  es 
poteft  j pariterqne  non  alia  ration 
gnofci  poffe  , num  propofitum  binor 
radicem  admittat,  quim  fi  rei  peric 
fiat . Nam  etfi  , quum  differentia 
dratorum  , qua;  fiunt  ex  terminis  p 
fiti  binomi?  , nequaquam  eft  potefta 
fefta  ejufdem  ordinis  cum  illa  , de 
agitur , indicio  nobis  effe  polfit , p 
ficum  binomi um  radicem  non  admi 
non  hinc  tamen  argumento  nobis  ef 
bec  , quod  radicem  admittat , quui 
ciffim  differentia  illa  prodit  illius 
nis  poteftas  perfecia. 

Neque  etiam  teticemus , quod  fi 
litatis  radicalium  nulla  ratio  habet 
lit , extrahi  quandoque  polfit  opta 
-dix  etiam  ex  binomio,in  quo  differ 
quadratorum  ex  terminis  ejus  nt 
quam  fit  illius  Qrdinis  poteftas  perf 
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Etenim  fi  termini  propofiti  binomii 
multiplicentur  per  illius  differentia:  po- 
teftatem  aliquam,  hoc  efl  per  quadratum» 
fi  queratur  radix  quinta  per  cubum  , fi 
radix  feptima  j per  quadrato-quadra- 
tum  » fi  radix  nona,  atque  ita  deinceps» 
novum  producetur  binomium  » in  quo 
differentia  quadratorum  ex  terminis  ejus 
poteftas  erit  perfedta  illius  ordinis  > de 
quo  agitur  : proindeque»  fi  ex  novo  illo 
binomio  radix  extrahatur  » eadem  divifa. 
per  radicem  cognominem  illius  quantita- 
tis, qua:  vices  gellit  multiplicatoris,  prio- 
ris binomii  radicem  exhibebit. 

• • Atque  hoc  artificio  pariter  notamus, 
«xtrahi  quandoque  pofTe  quadi  tam  radi- 
cem , tum  ex  binomio,  cujus  termini 
fra&iones  involvant  , tum  itidem  ex  bi- 
nomio , cujus  uterque  terminus  fit  radi- 
catis: fcilicet  fi  multiplicationis  ope  ia 
primo  cafu  tollantur  fractiones , in  fe- 
cundo vero  unus  ex  termiois  propofiti 
binomii  fiat  rationalis . Nam  utroque  in 
cafu  , fi  novi  binomii  radix  illius  ordinis, 
de  quo  agitur  , dividatur  per  radicem  co- 
gnominem ejus  quantitatis  , quse  multi- 
plicatoris vices  obtinuit ; erit  quotiens 
hujus  divifionis  radix  propofiti  biaomii. 

QueniadwQdu.ru  autem  ad  defignaa- 
• data 
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dam  radicem  , qua;  ex  quantitate  al 
rationali  elici  nequit  * praefigitur  qu 
tati  fignum  radicale  j Ita  quoque,  q 
ex  aliquo  binomio  radix  qinecumqui 
trahi  non  poteft  , defignatur  illa  ope  i 
dem  figni  radicalis . Et  quoniam  ligi 
Iftud  radicale  ad  utrumque  binomii 
minum  fe  extendit*  hinc  fa&um»nt  qi 
titas  illa  , radicalis  univerfalis  dicere 
Hujufroodi  fadicales  uni/erfales,rari 
cidit  , ut  ad  calculum  p*ni  debes 
fed  ne,  quum  id  contingit,  Tyrones  n 
animo  concidant , oftendimus  calcu 
ipfarum  iifdem  omnino  regulis  pe 
poife  , quibus  aliarum  radicalium  ca 
lus  perficitur. 

Indeverbad  quantitates  progredii 
Imaginarias  , qua;  non  aliud  funt  , qt 
radices  numeri  paris  , extrahenda; 
quantitatibus  negativis  • fic  di&a;  , q 
creditur  in  vulgus,  eas  vere  , ac  real 
non  exiftere , fed  tantum  fingi  , ac  ii 
gtnari  $ quum  radix  numeri  paris  quai 
tatis  negativa;  concipi  nullo  pafto  pol 
utpote  qua;  neque  effe  poteft  pofitiva, 
que  negativa  . Sed  ad  cognofcendam  r 
lius  impolfibilitatem  quantitatum  in 
ginariaruin  , vifum  efl  pauli»  clarius 
ftendere , quid  fibi  velint  quantitates  i 
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gativsi  ex  quibus  ea  nobis  fubnafcuntur. 
Et  quidem  natura  quantitatum  nega* 
tivarum  facile  intelligitur  * quum  eae 
quantitatibus  aliis  pofitivis»  iifq;  majori* 
bus  adharentjfed  quid  eaedem  Ubi  velint» 
quum  vel  fola;  ponuntur  » vel  quantitati* 
bus  aliis  adharrent»  qua  etfi  fi n t poficivar» 
iis  tamen  funt  minores  , hoc  utiq;concipi 
non  poteft  . Id  igitur  explicamus  primb 
mediantibus  debitis  » k creditis  * deinde 
motu  locali » in  quo  progreflus  dici  poteft 
motus  pofitivus » regreflus  motus  nega- 
tivus  . Ex  utroque  autem  exemplo*  illud 
deducimus  » quantitates  » qua  dicuntur 
negativa;  * non  minus  reales  efle  * quam 
qua;  vocantur  pofitiva  j fed  omne  difcri- 
men  inter  eas  in  eo  politum  e fle  , quod 
quantitates  negativa  interpretanda  line 
fenfu  contrario  ei * quo  poiitivas  quanti* 
tates  interpretamur. 

Hac  ratione  in  Geometri!  * ubi  quan- 
titates per  longitudines  linearum  defi- 
gnantur  » fi  linea  verfus  plagam  aliquam 
dufta  « habeatur  tamquam  politiva  * eric 
viciifim  negativa  * qua  verfus  plagam 
oppofitam  ducitur . Et  eadem  ratione  in 
Arithmetici  * ubi  quantitates  per  nume- 
ros exprimuntur  * quemadmodum  nu- 
meri » qui ! aero  progrediuntur»  dicuntur 

po- 
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pofitivi » ita  dicendi  funt  negativi 
viciflim  i zero  regrediuntur  . Sed 
niam  non  ita  facile  concipi  poteft  • 
meros  negativos  perinde  reales  efle 
pofitivos  } quum  numerorum  ea  vid< 
efle  natura  , ut  omnes  h zero  progre» 
tur  : proinde  ne  hoc  in  loco  ha?reani 
rones  * realitatem  numerorum  nega 
rum  » contra  Veterum  fcntentiam>  v 
eft  paulb  clarius  oftendere. 

Oftensa  natura  quantitatum  nega 
rum  » facile  nobis  fuit  > iijipolHbil it 
oftendere  earum  quantitatum  * qua 
cuntur  imaginaria? . Et  quoniam  qu 
tates  ifta?  non  aliud  funt » qu^m  ra 
numeri  paris  extrahenda?  ex  quanti 
bus  negativis  > illud  primh  prarinitti 
radicum  extra&iones  perfici  pofle  * i 
niendo  inter  duas  datas  quantitates  u; 
aut  duas  medias  proportionales  ; ne 
unam  > quum  extrahenda  eft  radix 
drata  j duas  « quum  extrahenda  eft  t 
cubica  i tres  , quum  qua?ritur  radix 
drato-quadrata  ; atque  ita  deinceps.  ] 
enim  patebit  impolHbiiicas  quantita 
imaginariarum  > 1«  utique  oftendi  p 
inter  quantitatem  poiitivam,  & ne« 
vam  unam  » tres , aut  quinque  m 
proportionales  nequaquam  polle  repe 
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'Ad  id  autem  cftendendum  neceffe  no- 
tis erat » certum  (latuere  criterium  , quo 
mediante  facili  negotio  cognofci  poflet» 
sum  quatuor  quantitates  lint  proportio- 
nales , necne  $ nam  ea  , qua;  palfim  affe- 
runtur, fuppontmf  » quantitates  » qua* 
comparantur  inter  fe  mutub»  e/Te  vel  om- 
nes pofitivas , vel  omnes  negativas . Ita- 
que , quia  quatuor  quantitates  tunc  qui- 
dem dicenda;  funt  proportionales  , quo- 
tiefcumq*  antecedentes  refpe&u  fuorum 
confequentiu  eadem  lege  progrediuntur  j 
non  aliud  velut  criterium  certum  pro- 
portionis (latuimus  , quam  ut  dicamus» 
tunc  demum  proportionales  effe  quatuor 
quantitates  » quotiefcumque  quicquid 
efficitur  ab  uno  antecedentium  » ut  con- 
fequentem  fuum  adaequet  ? id  omne  fieri 
debeat  ab  alio  antecedente  » ut  fuum  pa- 
riter confequentem  adaquet. 

Atque  hoc  mediante  criterio  colligi- 
mus, quod  fi  quatuor  quantitates  propor- 
tionales fuerint»  qua  quantitates»  pro- 
portio earum  non  perturbetur  » fi  duae 
quaevis  fumantur  unius  (latus , & alia* 
dua;  (latus  oppofiti  > perturbetur  verb,  fi 
tres  quidem  fumantur  unius  ftatus  , & 
quarta  (latus  contrarii  .llnde-  facili  ne- 
gotio oftendimus  inter  quantitatem  pofi- 
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tivam  , & negativam  unam  > _ . 

quinque  medias  proportionales  non  p 
reperiri  ; quia  fic  ex  quatuor  term 
unius  ejufdemque  analogia; » tres  ef 
unius  (latus , & quartus  datus  oppofi 
Hac  igitur  ratione  fex  proprio  fuo 
te  deduximus  impoflibilitatem  ea 
quantitatum  , qua;  dicuntur  imagina 
Sed  notamus  impoflibilitatem  i fiam  i 
tantum  confidere  , quod  quantitates 
nec  pofitiv*  efle  poflint  t nec  negat 
Unde  non  ideo  eas  omnino  fl&iiias  di 
das  efle  arbitramur»  quia  fingi  poted 
tius  quidam  datus  , qui  (it  medius  i 
pofltivum»ot  negativum»  Sc  in  quo  q» 
Citates  illa;  flnt  reponenda;»  Sc  facile  n 
perfuademus  » quod  in  Geometria  f 
quantitates  pofitiva;,  Se  negativae  exp 
tur  per  lineas  tendentes  ad  plagas  op 
tas»  ita  quantitates»  qua;  dicuntur  in 
naris,explicari  poflint  per  lineas, qu 
plagas  tendunt  intermedias. 

Ha?c  nodra  de  quantitatibus  imag 
riis  opinio  » in  quam  Clariflimus  W 
fius  videtur  inclinare  , eo  magis  co 
matur  ex  calculo  ipfarum . Exinde  < 
difcimus , quantitates  imaginarias 
aliter  realibus  opponi , quam  nega 
podtivis  . Itaque  quemadmodum  o 
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fitio  ,’quxeft  inter  quantitates  pofitivas, 

& negativas  , nihil  obdat  , quominus  ne- 
gativa? fint  perinde  reales,  ac  poficiva?:  fie 
etiam  ex  oppofitione,qpa?  e(l  inter  quan- 
titates reales,  & imaginarias , haud  qui- 
dem inferri  debet, quantitates  , imagina- 
rias di&as  , abfolute  impoffibiles  efle*  fed 
tantum  colligere  licet  , quod  ficuti  quan- 
titates negativa?  funt  impoflibiles  in  ftata 
pofitivarum  , ita  quantitates  imaginaria: 
impofflbilitatem  involvant  in  utroque  - 
eorum  ftatuum  , in  quibus  reales  quan- 
titates confiderantur. 

Ex  eadem  oppofitione  , qu«  deprehen- 
ditur inter  quantitates  reales,  Se  imagina- 
rias , adftrui  quoque  poteft  modus  ille 
defignandi  quancitates  imaginarias  in 
Geometria  . Nam  fi  linea? , qu;e  tendunt 
ad  plagam  unam  , fint  pofitiva*  * line<tr, 
qua?  tendunt  ad  plagam  oppofitam  , quia 
prioribus  funt  contraria? , debent  effe  ne- 
gativa .Jam  verb  plaga?  intermedia?  prio- 
ribus illis  opponuntur  ex  diametro*  Aleo- 
que linea?  «tendentes  ad  plagas  interme- 
dias , funt  contraria?  lineis  , qua?  ten- 
dunt  ad  plagas  priores  . Itaque  fi  ifta? 
fint  reales  , illa;  ratione  oppolition is  ima- 
ginari» efle  debent . Quod  etiam  ex  eo 
confirmamus?  quia  ficuti  quantitatum, 

quaj 
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qure  dicuntur  vulgb  reales , aliae  fuftt 
fitiva:,  alia»  negativa:»-  ita  quantitai 
qua:  vocantur  imaginaria?,  n®n  modo 
poffint  politiva» » yerum  etiam  negat 
Jam,  quod  quantitates  imaginaria: 
finde  realibus  opponantur  , ac  polit 
negativa?  $ id  ex  ipfarum  calculo  ded 
' mus  . Nam  prime)  quemadmodum  mi 
plicando  , aut  dividendo  quantitatem 
iitivam  per  negativam,  producitur  qi 
) titas  alia  (imiliter  negativa  } ita  m 

plicando  , aut  dividendo  quantita 
realem  per  quantitatem  imaginari, 
producitur  quantitas  alia  iimiliter  i 
ginaria  . Et  lecundb  ficuti  id  , quod 
ducitur  ex  duabus  quantitatibus  nej 
vis  per  le  mutub  multiplicatis  , aut 
vilis  , eft  quantitas  politiva  ; ita  id,  « 
gignitur  ex  multiplicatione,  aut  < 
lione  duarum  quantitatum  imagin 
rum,  eft  quantitas  non  quidem  ima£ 
Xia  , fed  realis. 

Non  me  latet  ,Jacobum  Ozanai 
in  fuis  Algebra?  Elementis  docere  , t] 
titates  duas  imaginarias  per  fe  lr 
multiplicatas  , vel  divifas  quantit 
aliam  imaginariam  producere  . Sed 
deceptum  efle  oftendimus  , tum  qui 
.ipsdgeneli  quantitatum  imaginari 
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notum  efl  , id  quod  producitur  ex  multi- 
plicatione unius  quantitatis  imaginaria: 
per  fe  ipfam  , quantitatem  efle  realem, 
quod  equidem  ipfe  Vir  Clarilfimus  fate- 
tur i tum  etiam?  quia  in  conferto  e It  apud 
omnes  , idem  efle  ex  produ&o  , vel  quo- 
tience  duorum  quadratorum  quadratam 
radicem  elicere  , quam  ipfas  eorum  qua- 
dratorum radices  per  fe  mutub  multi- 
plicare , vel  dividere. 

Cceterum  , li  vera  fit  hxc  noflra  ds 
quantitatibus  imaginariis  opinio  , illud 
exinde  colligi  poteft  ? inter  quantitates, 
qua  quantitates  , nullam  contrarietatem 
reperiri , fed  oppofitionem  omnem  oriri 
ex  eo  , quod  qua:dam  concipi  debeant  in 
flatu  uno  , & alia:  in  flatu  contrario  : in- 
deque  ortas  eas  quantitatum  diftin&io- 
nes , quod  alia;  fint  politi va: , alia:  negati- 
va:, quodque  etiam  qua:dam  fint  reales, 
alia:  imaginaria: . Sed  fatendum  efl  quo- 
que , diverfum  hunc  flatum  nihil  obflare» 
quominus  pofitiva:  cum  negativis , reales 
cum  imaginariis  comparentur  * quum  is, 
quantum  in  fe  efl,  nequaquam  efficiat,  ut 
quantitates  dici  debeant  diverfi  g»neris. 
Unde  procul  efl , ut  aflentiar  doftiffimo 
Viro  Chrifliano  Wolphio  , erroris  eos 
redarguenti  > qui  cenfent  quantitates  po- 
LibjI.  d po- 
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fitivas  ejufdem  generis  ede  cum  neg; 
vis , adeoque  pode  inter  fe  motub  ra 
nem  habere. 

He  in  primo  nodra;  Algebra;  Ii 
quicquam  deficeret  » quod  ad  calcul 
pertineat  litteralem  > fivc  fpeciofutn>( 
ne&imus  his  omnibus  dodlrinam  de  fe 
bus  infinitis  . Pro  clariori  autem  ear 
intelle&u  , explicamus  primo  divitior 
quantitatum  in  indefinite  magnas,  & 
definite  parvas , & odendimus  infinii 
marum  , fi  ve  quantitatum  indefinite  j 
varii  varia  genera  potTe  confiderari.  D< 
de  docemus  , qua  ratione  cognofci  po; 
cujus  generis  fint  infinifefiime  , quae 
riuntur  ex  multiplicatione,  vel  divi 
ne  aliarum  infinitefimarum  , & ofter 
mus  id  non  alia  meliori  ratione  cogn. 
pofle  , qujim  adhibitis  iptis  infinitefii 
rum  exponentibus  , hoc  ed  numeris  , 
odendunt , cujusgeneris  fint  infinitefi 
per  fe  mutub  multiplicanda;, vel  di^id 
d:ef 

Et  fane  regula  ifta  pro  cognofcendo 
nere  infinitefimarum,  qua;  ex  aliar 
multiplicatione  , vel  divifione  orlum 
deficit  in  Analyfi  indefinite  parvori 
quam  Illudriflimus  Marchio  Hofp 
lius  , hauftam  ex  variis  fu  minorum 
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xorum  monumentis  , erudito  orbi  maxi- 
mo difcipiinarutn  mathematicarum  emo- 
lumento impertivit  . Eam  fupplere  aga 
grefluseft  Johannes  Petrus  de  Crofa  ia 
fuis,  quas  ad  calculum  in  prajfata  Analy- 
fi  contentum  nuper  edidit  * notis,  fed 
irrito  quidem  conatu  ; tum  quia  rem  ge- 
neraliter non  concipit,  tum  etiam  , quia 
multa  profert  , qua?  nec  inter  fe  , nec 
cum  rei  veritate  congruere  videntur* 
quemadmodum  ante  nos  obfervavit  Illu- 
ftris  noftri  Lyciei  Neapolitani  Mathema- 
tum  ProfeiTor  Eximius  Auguftinus  Aria- 
nus , cujus  provinciam  vicario  jure  qua* 
tuor  ab  hinc  annis  fuftinemus  » 

Ex  tradita  porrb  reguli  didici  mus, prae- 
ter infinitefimas  , quarum  exponentes 
funt  pofitivi  , dari  infinitefimas  alias» 
quarum  exponentes  funt  negativi.  Nec 
difficile  nobis  fuit, harum  aliarum  infini- 
tellmarum  naturam  inquirere  * nam  ex 
oppofitione  , qua;  eft  inter  pofitivum  , Sc 
negativum, fponte  fua  confequitur , quod 
ficuti  infinitefima;,  exponentes  pofitivos 
habentes  , defignant  quantitates  indefi- 
nite parvas,  ita  infinitefimas»  qua;  habent 
exponentes  negativos,  defignare  debeant 
quantitates  indefinite  magnas . Nec  equi- 
dem aliter  res  efTe  poterattenim  verb,ficu« 
d z ' ti 
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ti  defcendendo  a quantitate  finita 
infinitefimarum  genera  diftingui  pc 
ita  viciflim  afcendendo  varia  gener 
nitorum  poterunt  confiderari. 

Ha;c  diverfa  genera  infinitorur 
verfis  infinitefimarum  generibus 
fpondentia  ■>  aperte  indicat  Vir  fu 
Ifaac  Ne-wtonus  in  fuo  de  quad 
curvarum  tranatu  . Sed  Petrus  Va 
nius, Mathematicus  Parifienfis,in  ol 
tiombus  fuis  circa  fpatia  plufquarr 
nita  Wallifiana,  qua;  reperiuntur  i 
numentis  Regia;  Scientiarum  Aca 
anni  1706  > non  veritus  efl  ad 
quantitates  iftas  plusquam  infinita 
fuperiora  infinitorum  genera  confti1 
contradi&ionem  involvere  : qna 
fummopere  decipitur;  nam  ficuti  n 
pugnant  diverfa  genera  infinitefiir 
ita  neque  etiam  infinitorum  dive 
nera  contradi&ionem  ullam  invo 
quemadmodum  adversus  eundem 
gnonium  folide  demonftravit  ej 
Mathematicus  Abbas  Guido  Grand 

Jam  eadem  regula  * oftendimus  ii 
quantitates  infinitas  pofTe  tam  in 
quam  cum  ipfis  infinitefimis  mule 
ri, aut  dividi ; fi  fcilicee  recordemi 
ponentes  ipfarum  efle  negativos, ad 
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rendam  infinitefimarum  , quarum  expo- 
nentes funtpofitivi . Unde  fequens  theo- 
rema deducimus  » quod  fi  quantitas  infi- 
nita cujufque  generis  multiplicetur  per 
Infinitefimam  generis  non  dilfimilis  , ip- 
fumque  adeo  abfolutum  infinitum  per 
nihil  abfolutum  » productum  fit  femper 
quantitas  finita  : id  qu  -d  ne  mirum  ali- 
cui videretur  » notamus  eandem  quanti- 
tatem finitam  defignari  polle  per  feriem 
infinitam  , hoc  efl  infinitorum  numero 
terminorum  * nec  ideo  in  infinitum  abi- 
re * atque  hac  occafione  do&rinam  de  fe- 
jriebus  infinitis  aggredimur. 

Primb  itaque  docemus  genefim  ferie- 
rum  infinitarum,  8c  oflendimus  feries  in- 
finitas fuam  originem  habere  , vel  b divi- 
fioue,  vel  radicum  extra&ione  . Nam 
primb  » quemadmodum  in  divifione  nu- 
merorum t quodefcumque  divifor  non 
efl  pars  aliquota  dividendi  » procedi  po- 
tefl  per  fra&iones  decimales  in  infini- 
tum i ita  quoque  quociefcumque  in  di- 
vifione quantitatum  , qme  aiphabeticis 
litteris  funt  defignatie  » divifor  , qui  plu- 
ribus partibus  conflet  , non  efl  inflar 
partis  aliquotar  in  dividendo  , divifio  in 
infinitum  per  fra&iones  fimplices  poterit 
continuari . Et  fecunrib  ficuti , quum  ra- 
ri 3 dix 
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dix  extrahi  debet  ex  numero  aliquc 
non  fit  poteftas  perfeSa  ejus  ordin 
quo  agitur  , procedi  quoque  pote 
fradtiones  decimales  in  infinitum  , 
radix  exhiberi > quse  propius  femp 
propius  in  infinitum  ad  veram  im 
bilem  accedat;ita  quoque  quotiefcu 
ex  quantitate  aliqui  compofita  lii 

;[ua?fita  radix  extrahi  nequit»  adi 
raSionibus  fimplicibus  exprimi  il 
terit  per  feriem  infinitorum  numei 
tninorum  rationalium»  quibus  ita  t 
nubad  qua?fitam  radicem  accederet 
errror  tandem  data  quavis  quar 
minor  fieret, totaque  feries  exadium 
fita:  radicis  valorem  exhiberet. 

Atque  hinc  deducimus  , quanti 
infinitam  in  feriem  infinitorum  m 
terminorum  convertere,  problema 
quod  nullam  difficultatem  invc 
quum  quadibet  quantitas  confii 
poflit , non  modo  velut  quotiens 
ex  imperfeSa  divifione  duarum  alia 
verum  etiam  velut  radix  alterius  qu 
tatis  , qua;  non  fit  poteftas  perfeSa 
nis  afiumpti . Sed  converfum  hujus 
blematis  , nimirum  feriei  infinit 
numero  terminorum  fummam  fir 
invenire  , non  folum  paulb  difficiliu 

pr< 
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prehenditur » fed  hujufmodi  etiam  , ut 
non  fempef  fol titionem  admittat  . Et 
quoniam  , ll  quem  ufuin  in  refolutione 
problematum  habent  feries  infinita;»  is 
ntaxime  cernitur»  quotiefcumque  illa- 
rum ferierum  finita  lumina  invenitur* 
proinde  oflensa  genefi  ferierum  infinita- 
rum » operte  pretium  nobis  vifum  ell  de 
earundem  lumina  finita  nonnihil  fubjun- 
gere» 

I taq:  fecundo  confiderandas  nobis  pro- 
ponimus feries  ilias,quarutn  termini  infi- 
niti progrelfione  conllitu unt  geometrica* 
nam  quotiefcumque  termini  decrdcunt» 
Ita  ut  unufquifque  fit  data  qUievis  pars 
fui  antecedentis » facile  erit  eorum  om- 
nium fummam  finitam  invenire  • Hunc 
in  finem  hoc  quidem  oftendimus  theore- 
ma generale  » quod  fi  data?  alicujus  quan- 
titatis fumatur  pars  ab  aliquo  numero 
denominata  » hujqfque  iceruin  pars  deno- 
minata ab  eodem  numero  * atque  ita  con- 
tinub  * quod  inquam  fumma  omnium  lic 
ejufdem  data;  quantitatis  pars  denomina- 
ta ab  eodem  numero, unitate  minuto. Lin- 
de colligimus  fummam  totius  feriei  elfe 
«squalem  data:  quantitati » quum  nume- 
rus partem  denominans  eft  binarius  * elfe 
yerb  squalem  illius  femiili , trienti » aut 
d 4 qua- 
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quadranti , prout  idem  ille  numeru 
rit  ternarius  , quaternarius  , aut  q 
fius. 

Ergo  fi  talis  conftituatur  prog 
geom.  trica  » ut  primus  terminus  fi 
ab  aliquo  numero  denominata  data 
cujus  quantitatis  t & omnis  alius 
pars  fui  antecedentis  , quam  idem  t 
rus  defignat  $ vi  oftenfi  theorematis 
jna  omnium  infinitorum  termin 
erit  aqualis  fra&ioni  > cujus  num 
eft  data  quantitas  , denominator  ve 
idem  ille  numerus  , unitate  mir 
Quocirca  quemadmodum  hxc  i 
evadit  infinita  * quum  numerus  ill 
tatem  adaquat ; & vero  manet  quid 
nita  , fed  mutatur  in  negativam  , 
idem  numerus  eft  major  anitate:  ite 
que  necelTe  eft , ut  fumma  omnium 
nitorum  terminorum  illius  progre 
geometrica;  fit  quantitas  infinita, 
numerus  partem  denominans  eft  x 
unitati } & ut  fit  quantitas  finita  i: 
va  , quum  idem  ille  numerus  pi 
minor  unitate. 

Horum  primum  liquido  patet 
quotiefeuinque  numerus  partem  de 
nans  unitatem  ada;quat , termini  pt 
fionis  geometrica;  haud  quidem  p 


P R jE  F A iro  LviJ 

tlonaliter  decrefcuac  > fed  iidem  femper 
perfeverant:  proindeque  fumma  omnium 
erit  infinita  , quum  non  fit  aiiud  , qu^m 
eadem  quantitas  infinities  (umpta  . Sed 
alterum  non  ita  liquet  abunde  ; nam 
quotiefcumque  idem  ille  numerus  par- 
tem denominans  ponitur  unitate  minor» 
termini  progrellionis  geometrica:»  velut 
crefcentes  in  infinitum, conftituunt  fimul 
collegi  quantitatem  infinitam  politi vam» 
adeoque  fi  illud  verum  eflet,  necefle  foret» 
ut  quantitas  finita  negativa  tantun- 
dcm  valeat » ac  quantitas  infinita  pofiti- 
va. 

• Et  quidem  ratione  oppofitionis  » qua* 
inter  quantitatem  pofitlvam,&  negati- 
vam reperitur  » rem  non  aliter  fe  habere 
primo  judicavi » ebque  magis,  quod  eo- 
dem artificio  colligere  quoque  licet, 
quantitatem  finitam  pofitivam  tantun- 
dem  valere  » ac  quantitas  infinita  negati- 
va . Sed  deinde  genelim  illius  feriei  infi- 
nita:, cujus  termini  progreifionem  geo- 
metricam crefcentem  videntur  conUituei» 
re  , 'fedulo  confiderans  , novi  naturam 
ej’us  hanc  efle,  ut  ad  quemcumque  termi- 
num elevetur  , femper  ab  eodem  per  to- 
tidem terminos  negativos  regredi  de- 
beat, ufque  donec  perveniat  ad  terminum 

pri- 
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Jirimum  * ubi  neque  etiam  fidit » fed  de 
cendit  adhuc  per  terminos  negativos : 
qua  ratione  omnes  ejus  termini  fimul  col- 
lefti  conftituunc  quantitatem  finitam  ne- 
gativam. 

Regrelfus  ide  feriei , quum  fra&io  , ejc 
qua  fuam  originem  habet » denominato- 
rem  habet  negativum>latuit  Claridimum 
Wallifium:  unde  arbitratus  e(l  fummam 
illius  feriei  * ipfamque  adeo  fra&ionem 
quantitatem  eiTe  * non  quidem  finitam 
negativam  » fed  plufquam  infinitam  • In 
hunc  autem  errorem  eb  magis  eum  indu- 
xit vulgaris  de  quantitatibus  negativis 
opinio  * quod  edent  nihilo  minores.Nam, 
quum  noverit  » quantitatem  per  fra&io- 
nem  defignatam  ede  infinitam  * quum  de- 
nominator ejus  evanefcit  i facile  libi  per- 
fuafit  ede  plufquam  infinitam  > quum 
idem  denominator  evadit  negativus.  Lin- 
de» quum  contrarium  condet  » conclu- 
dendum eft>  quantitates  negativas  ede  ni- 
hilo majores  , perinde  ac  lunt  quantita- 
tes pofitiva?  « Sc  zero  » five  nihilum  ede 
ultimum  terminum  » ad  quem  quantita- 
tes decrefcendo  polfint  perveniri. 

Atque  hinc  porrb  nata  fpatia  VPallifia- 
na  plufquam  infinita*  adversus  qua;  fcri- 
pllc  Petrus  VFarignonius  * Mathematicus 

Pari- 
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Parifienfis  . Nam  , quam  dimenfionem 
quaeret  fpatiomm , qua:  hyperbole  fi  ve 
potius  hyperbolifmi  cum  fuis  afymptotii 
cotinent;novic  eorum  nonnulla  defig.nar» 
per  frattiones , denominatores  negativo* 
habentes  : unde  collegit , fpatia  illa  effe 
plufquam  infinita.  Et  quamquam  lau- 
datus 'jTarignonius  errorem  detexeriC 
Wallifii  circa  fpatia  illa  } quum  foiide1 
oftenderit  hsc  ad  partem  contrariam  tu- 
menda «fle,  indeque  fieri  , Ut  MionU 
bus  exprimerentur»  denominatores  ne- 
pativos  habentibus  j attamen  neque  ip- 
6 novit  regredam  ferUtum  , qu« « ift.t 
frailionibus  oriuntur  » quandoquidem  m 
monumentis  Regis  ScisntiarG  Academiae 
anni  f 71  f cautiones  nonnullas  proponit 
pro  ufu  ferieruin  infinitarum  , quas  uti- 
que fuiflet  negledlurus»  fi  ei  regreffus  ille 

innotuiflet. 

Tertib  Confideramus  feries , quarum 
termini  progrelfionem  conllituunt  arith- 
meticam . Nam  etfi  fumma  infinitorum 
terminorum  illarum  ferieruin  » velut  in- 
finita » nequeat  inveniri  i actamen  quam 
fummam  conftituant  quamplures  termi- 
ni limul  colleai, facile  eft  quidem  defini- 
re. Itaque  cognito  priori  termino  progrel- 

fionis  arithinetiCW  crefceutis  , & cogmcS 

item 
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item  differentia  , qua  termini  progre- 
diuntur v oftendimus  fummam  quot- 
cumque terminorum  haberi  pofle  per 
hanc  regulam  : capiatur  prior  terminus 
toties , quot  funt  termini  in  unum  ad- 
dendi , tunc  ei  addatur  differentia  pro- 
greffionis  toties  , quoties  defignat  femif- 
fis  produfti  ex  eodem  numero  termino- 
rum in  fe  ipfum  unitate  multatum  , & 
habebitur  fuinma  quasfita.  Sed  fi  progref- 
fio  arithmetica  fuerit  decrefcens  , tunc 
quidem  oftendimus  , differentiam  illam 
progrefllonis  toties  fumptS  > quoties  defi- 
gnat  femiifis  di£ti  produdU  » fubducen- 
dam  effe  ex  priori  termino  toties  accepto, 
quot  funt  termini  in  unum  addendi  , ut 
habeatur  fumma  quaefita  terminorum. 

Ha;c  autem  oftendentes  , inopinati)  in. 
hoc  incidimus  theorema  univerfalitate 
fua  a nemine  adhuc  adnotatum  » quod 
fumma  omnium  infinitorum  termino- 
Tum  cujufcumque  progreilionis  arithme- 
ticae , five  crefcentis  , five  decrefcentis,  fit 
ad  fummam  terminorum  totidem  maxi- 
mo aqualium  in  ratione  fubdupla.  Etfi 

enim  elegans  iftud  theorema  iis  ,qui  infi- 
nitorum tranarunt  Arithmeticam » inno- 
tuerit in  uno  cafu  fpeciali , nempe  quum 
termini  progreilionis  arithmetica?  lunt 

nu- 
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numeri  naturales  } univerfalitatem  ta- 
men ejus  , quantum  fciam  » nemo  ha&e- 
nus  adnotavic  . Et  quoniam  in  numeris 
naturalibus  veritas  profati  theorematis 
pendet  ex  hac  illarum  proprietate  » quod 
quum  ii  incipiunt  & nihilo, fumma  quot- 
cumque terminorum  fit  ad  fummam  ter- 
minorum totidem  maximo  aqualium»  ut 
unitas  ad  binarium ; vifum  eft  non  abs  re 
efle  eoderp  in  loco  proprietatis  hujus  nu- 
merorum naturalium  rationem  pauci» 
innuere ) ubi  etiam  notamus  , proprieta- 
tem illam  numeris  naturalibus  non  alii 
ratione  competere  » qu^m  quia  confti- 
tuunt  progrelfionem  arithmeticam, cujus 
prior  terminus  eft  zero  , five  nihilum. 

Quartb  confideramus  feries  infinitas» 
quarum  termini  funt  numeri  , qui  vul- 
gb  dicuntur  figurati  j fed  prius  exhibe- 
mus brevem  quandam  ideam  illorum  nu- 
merorum , quorum  confideratio  profefta 
eft  ex  contemplatione  numerorum  mul- 
tangulorum» ab  ipfis  Veterihus  fafla.Ita- 
que  docemus  numeros  multangulos  » live 
polygonos  Veteres  dixifle  illos  » qui  o- 
xiuntur  ex  continua!  colle&ione  aliorum» 
aquali  intervallo  ab  unitate  progredien- 
tium i 8c  pro  diverfitate  hujus  intervalli 
.varias  diftinxiiTe  fpecies  numerorum 
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multangulorum  : nam  vocarunt  eos 
triangulos , quum  intervallum  eft  unitas* 
vocarunt  quadratos  » quum  intervallum 
eft  binarius*  vocarunt  pentagonos,  quum 
Idem  intervallum  eft  ternarius  * atque 
ita  deinceps . Sed  fubjungimus  quoque» 
qua  ratione  hujufmodi  numeros  multan- 
gulos , fi  ve  polygonos  Veteres  appella- 
runt : nempe  , quia  ipforum  unitates  per 
;equa  intervalla  in  polygoni  a?quilaceri 
formam  difponi  poliunt. 

Docemus  deinde  » quod  ficuti  Veteres 
(onfiderarunt  numeros  , qui  oriuntur  ex 
•tontlnuS colleftione  aliorum  » squali  in- 
tervallo ab  unitate  progredientium  » eof- 
que  vocarunt  multangulos  » five  polygo- 
nos , quia  unitates  ipforum  per  squa  in- 
tervalla difpofits,  multangulum  , five 
polygonum  squilaterum  reprsfentant*fic 
Kecentiores  ulterius  progrefli  confidera- 
'verint  numeros  alios  , qui  generantur  ex 
continua  ipforum  multangulorum  » alio- 
rumque inde  ortorum  numerorum  addi- 
tione » vel  colle$ione  * Se  tam  hos»  quam 
illos  figuratos  appellaverint,  quia  fcilicet 
unitatibus  ipforum  » per  ^qua  intervalla 
difpolitis,  diverfimode  poffunt  cofigurari. 
Unde  quum  numeri  figurati  dicantur  n5 
piodbii»qui  oriutur  ex  continua  colle- 
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irione  aliorum  , aquali  intervallo  ab  u- 
nitate  progredientium»  verum  etiam»  qui 
ex  continua  inde  ortorum  numeroru  ad- 
d tione  generantur  ; deducimus  hinc  nu- 
meros figuratos  non  modh  in  varia  gene- 
ra diftingui  po/Te,pro  diverfitate  inter» 
valli»  quo  numeri  genitores , hoc  eft  ab 
initio  afTbmpti  ab  unitate  progrediuntur» 
fed  & ipfos  cujufque  generis  numeros  in 
varjos  ordines  dividi  pofTe,  pro  diversa  ra- 
tione» qua  ex  iifdem  illis  numeris  geni- 
toribus, five  ab  initio  aflumpcis  generari 
intelliguntur. 

Intcrim  non  de  omnibus  numeris  figu- 
ratis agendum  aggredimur»  fed  de  iis  tan- 
tum»qui  fut  generis  primi,  quique  oriun- 
tur i numeris,  qui  ab  unitate  per  unita- 
tis intervallum  progrediuntur  . Atque 
hos  in  certos  ordines  ita  dividimus  , ut 
quemadmodum  dicuntur  genitores  ipli 
illi  numeri,  qui  ab  unitate  per  unitatis 
intervallum  progrediuntur  ; ita  dici  de- 
beant figurati  ordinis  primi, qui  oriuntur 
ex  additione  continui  jpforum  genitoa 
rumi  figurati  ordinis  fecundi,  qui  oriun- 
tur ex  colkiSHone  continua  figuratorum 
primi  ordinis  i atque  ita  deinceps.  Et 
quamquam  cujufcumque  fint  ordinis 
numeri  figurati , ii  in  infinitum  conti- 
nuati 
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nuati  conftituanc  limui  colledli  quantita- 
tem infinitam  » conndeiamus  tamen  fe- 
ries infinitas,  quarum  termini  * aut  etiam 
coefficientes  terminorum  funt  numeri 
ilii  : quia  ficuti  in  unum  colligere  licet 
quotcumque  numerorum  naturalium»  ex 
quibus  ii  Tuam  originem  habent  ; ita  po- 
terit quotcumque  eorum  numerorum  fi- 
nita femper  fumma  inveniri. 

Jam  ad  has  numeroru  figuratoru  fum- 
mas  inveniendas  » prarmittimus  priinb 
hanc  ipforum  proprietatem  » quod  ficuti 
in  numeris  natururaljbus  pnefixo  unita- 
ti » five  primo  termino  unico  zero  , fum- 
ma terminornm  aliquot  eft  ad  fummam 
terminorum  totidem  maximo  wquaiium 
in  ratione  fubdupia  » ita  in  numeris  figu- 
ratis » fi  primo  termino  tot  zero  prodigan- 
tur i quot  defignat  exponens  ordinis 
numerorum audus  unitate  una» fumma 
terminorum  aliquot  fit  ad  fummam  ex 
totidem  terminis  » quorum  quifque  ma- 
ximum adaquet » ut  unitas  ad  eundem 
exponentem  au&um  duabus  unitatibus: 
qua  proprietate  fuppofita  , invenimus 
funimasprardidas,  faciendo  duas  progref- 
fiones  arithmeticas  » ambas  afcendentes 
per  unitatis  incrementum»  unam  quidem, 
a multitudine  terminorum  in  unam 

fum- 


PRjEFATIO  lxv 

fummam  colligendorum  » alteram  ab 
unitate, & utramq;  tot  terminorum,  quot 
defignat  exponens  ordinis  numerorum» 
duabus  unitatibus  auAus  j nam  multi- 
plicando  deinde  inter  fe  mutub  » tam  ter- 
minos prioris  progreflionis  » quikm  ter- 
minos alterius  , & dividendo  produ&um 
ex  primis  per  produ&um  ex  fecundis, ha- 
bebitur in  quotiente  fumma  quxfita. 

Proprietatis  hujus  numerorum  figura- 
torum primus  , qui  demonftrationem  de- 
derit univerfalem  » & fcientificam  , fuit 
Jacobus  Bernoullius,  Mathematicus  Ce- 
leberrimus $ fed  quum  ejus  fuo  Fratri  Jo- 
hanni  Ecrnoullio  copiam  feciflet,  animad- 
vertit ifte  pofTe  dcmonflrationem  elegan- 
ter abbreviari  j quam  rurfus  nitidiorem 
nos  reddere  conati  fumus » pnemiffo  velut 
lemmate  theoremate  quodam  generale. 
C2eterum»quemadmodum  fumma  nume- 
rorum omnium  naturalium  eft  ad  fum- 
main  terminorum  totidem  maximo  a:- 
qualium  in  ratione  fubdupla  ; ita  quo- 
que ex  eadem  illa  proprietate  deducimus 
fummam  numerorum  omnium  figurato- 
rum cujufque  ordinis  eflead  fummam  ex 
totidem  terminis  , quorum  quifque  ma- 
ximum  adasquet » ut  eft  unitas  ad  expo- 
nentem ordinis  eorum  numerorum»  dua- 

e L us 


XXvi  P * M r A t I o 

bus  unitatibus  auftum.  > , 

Quartb  confideramus  feries  infinitas, 
quarum  termini  funt  poteftates  , hoc  eft 
quadrata, cubi,quadrato-quadrata  nume- 
rorum naturalium  * nam  tametfi  hujuf- 
modi  feries  tales  fint  quoque  , ut  in  infi- 
nitum continuata;  numquam  polfint  fi- 
nitam fummam  exhibere  j utilis  tamen 
e(l  earum  contemplatio  , quia  tametfi 
fumma  omnium  infinitorum  terminoru, 
veiut  infinita,  haberi  nequeat , nihilomi- 
nus qua;  fumma  oriatur  ex  quamplurium 
termjnorum  additione  , haud  difficile  eft 
definire  . Utimur  autem  ad  has  fum- 
mas  definiendas  fummisjam  determina- 
tis numerorum  figuratorum  . Nam  etfi 
Wallifius  , aliique  , qui  infinitorum  cra- 
ftarunt  Arithmeticam  , primb  fummas 
quadratorum  , cuborum,  aliarumque  po- 
teftatum  numerorum  naturalium  inve- 
ftigaverint,  deinde  verb  ad  definiendas 
fummas  numerorum  figuratorum  per- 
tranfierint  j nihilominus  notante  Jacobo 
Bernoullio  natura;  rei  longe  melius  con- 
venire videtur,  fi  primb  quidem  nume- 
rorum figuratorum  fumma;  determinen- 
tur , poflea  verb  ad  poteftatum  fummas 
jnvefligandas  defeendatur. 

jam  quemadmodum  fumma  numero- 
se- a ‘ •'  rum 
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tum  omnium  naturalium  eft  ad  fum- 
mam terminorum  totidem  maximo  ae- 
qualium in  ratione  fubdupla  , ita  often- 
dimus  fummam  quadratorum  omnium» 
qua;  fiunt  ex  numeris  naturalibus  , eiTe 
ad  fummam  totidem  maximo  a;qualium 
in  ratione  fubtripla  ; & fummam  cubo- 
rum omnium»  qui  fiunt  ex  iifdem  nume- 
ris naturalibus,  eiTe  ad  fummam  toti- 
dem arqualium  maximo  in  ratione  fub- 
quadrupli  $ atque  ita  deinceps  : ex  qui- 
bus plura  alia  theoremata  colligimus  * 
proportionem  inter  numeros  figuratos , & 
poteftates  numerorum  naturalium  exhi- 
bentia «qua;  nefcio  an  adhuc  ab  Au&ore 
aliquo  fint  adnotata  . Nec  reticemus  pul- 
cherrimam proprietatem , quam  in  fum- 
mis  indefinitis  tam  poteftatum  , quim 
numerorum  figuratorum  Jacobus  Ber- 
noullius  obfervavit ; nempe  quod  fi  pro- 
priis fuis  fignis  addantur  in  unum  fra- 
ctiones illa; , qua;  in  fummis  illis  funt 
terminorum  coefficientes  , fumma  , qua; 
inde  oritur  , fit  ubique  unitas. 

Denique  ferierum  infinitarum  exem- 
pla alia  proferimus  . Et  primb  quidem 
oftendimus  , quod  tametfi  feries  infinita;» 
.quarum termini  funt , vel  numeri  natu- 
rales , vel  q umeri  figurati  numerorum 
e x na- 
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naturalium  , in  infinitum  continuat», 
numquam  poflint  finitas  fummas  exhibe, 
re  $ nihilominus  fi  termini  earum  ferie- 
rum  dividantur  ordine  per  terminos  aL 
terius  feriei  , cujus  termini  crefcendo 
geometrice  progrediantur  , vel  quod  eo- 
dem recidit  , multiplicentur  per  termi- 
nos novx*  feriei  » progredientes  geometri- 
ce decrefcendo  , quod  inquam  id  , quod 
oritur  cx  infinitorum  illorum  termino- 
rum colleftior.e  , fit  femper  quantitas  fi- 
nita . Et  quamquam  hujus  tei  veritatem 
oftendamus  , determinando  fpeciatim 
fummas  illas  pro  unoquoque  ordine  nu- 
merorum figuratorum  j deinde  tamen 
regulam  proferimus  generalem  , qu»  ad 
omnes  cafus  fe  extendit. 

Oftendimus  etiam  circa  numeros  iftos 
figuratos, quod  etfi  fumma  ipforum  , cu- 
jufcumque  fint  ordinis  , fit  infinita,  atta- 
men fi  invertantur  , & fiant  denominato- 
r»s  fra&ionum  , quarum  unaquasque  uni- 
tatem habeat  pro  fuo  numeratore  , ii- 
dem  limul  collegi  fummam  exhibeant 
finitam  . Reducimus  autem  hanc  nume 
rorum  figuratorum  proprietatem  ad  iftu 
theorema  generale  , quod  in  numeris  fi- 
guratis inverfis  fumma  omnium  termi- 
norum , qui  primum  excipiunt , eam  u- 
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nicatis  partem  adsquec  * quam  defignafr 
exponens  ordinis  numerorum  . Notamuf- 
que  > quod  fi  ipfi  numeri  naturales  inter 
ordines  numerorum  figuratorum  ed  ra- 
tione colloceotur,  ut  exponens  ordinis 
ipforum  fit  zero  , five  nihilum  , potile 
idem  theorema  iis  etiam  numeris  appli- 
cari :adeo,  ut  fi  invertantur  numeri  na- 
turales , & conftituatur  ex  eorum  inver- 
fione  feries  harmonica  , dici  polfit  « quod 
termini  omnes  hujus  feriei  , qui  primum 
tfxcipiunt,  fimul  colledli  eam  unitatis 
partem  adaquent  , quam  delignat  zero» 
live  nihilum)  adeoque  , quod  fu.nma  om- 
nium illorum  terminorum  fit  quantitas 
infinita  » quum  dividendo  finitum  per 
zero  , five  nihil,  infinitum  oriatur. 

Infinitam  autem  efle  fummam  termi>- 
norum  omnium  conftituentium  ferieift 
harmonicam  deprelicndit  primb  Johannc* 
Bernoullius  ex  abfnrditate  manifefla , 
qua;  fequeretur,  fi  fumma  feriei  harmoni- 
ce finita  ftatueretur  . Idein  deinde  de- 
monftravit  alid  ratione  Jucobus  Bernoul- 
lius , Jacobi  Frater  . Sed  id  vel  ut  prorlus 
memorabile  tripliciter  quidem  i nobis  o- 
ftenditur  * primh  demonftrandj  feriein 
harmonicam  talem  efie  , ut  a fe  ipsa  pri- 
mo termioo  multata  non  differat)  fecun- 
• e j di> 
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di>  offendendo  feriem  , qua?  oritur  ex  in- 
verfione  numerorum  imparium, aequalem 
efle  feriei  , ortae  ex  numeris  paribus  in- 
verfis  * Sc  tertib  demonftrando  fummam 
feriei  harmonicae  hujufmodi  efle  * ut  ab- 
fcifsa  ex  ea  unitate  un£  , alia  rurfus  , at* 
que  alia  in  infinitum  poflit  abfcindhquo- 
rum  quidem  omnium  unumquodque  in 
propatulo  ponit , fummam  terminorum 
omnium, feriem  harmonicam  conffituen- 
tium  , quantitatem  efle  infinitam. 

Tandem  offendimus  fummam  finitam 
illius  feriei  , quae  oritur  ex  inverfione 
quadratorum  unitate  minutorum  , indi- 
catam i Viro  Clarilfimo  Gulielmo  Goto- 
fredo  Leibnitio  occafione  mirabilis  fua; 
quadraturae  circuli  in  principio  Au£to- 
fum  Lipfienfium  publicatae.  Nam,  quum 
hujufmodi  feries  fit  femiflis  ejus  , quae  o- 
ritur  , fubtrahendo  ex  terminis  feriei  har- 
monica: terminos  ejufdem  feriei  duobus 
primis  multata?*  perfpicuum  eft, fummam 
omnium  fuorum  terminorum  efle  femif- 
fem  duorum  prioruln  feriei  harmonica?, 
atque  adeo  tres  quartas  partes  unitatis 
adaequare  . Sed  offendimus  etiam,  quod  fi 
ex  eadein  ferie  excerpas  terminos  loco  pa- 
ri pofitos,fumma  feriei  reliqua?  femif- 
fem  unitatis  ada?qn;et . Verumtamen  fi 
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•X  poftrema  i da  fe rie  excerpas  adhuc  ter* 
minos  Joco  pari  collocatos  , relinquetur 
feries,  cujus  lurnma  finita,  nullo  numero 
cxprixnibilis»  erit  vera  magnitudo  circuli 
pofito,  quod  quadratum  circulo  circum- 
fcriptum  adaquet  femi/Tem  unitatis. 

Qponiam  autem  in  explicanda  ferie- 
rum  infinitarum  dodlrina  longe  quidem 

morati  fumus  , quim  noftrum  erat  ani* 

mus , ot  fufcepci  operis  ratio  exigere  vi- 
debatur: proinde  , ut  pateret  non  omninb 
inutilia  ede  , qua;  pnetermitti  potuifle 
racile  quifque  fibi  perfnadet  ; opere  pre- 
tium nobis  vifum  eit,do&rina:  de  feriebus 
infinitis  formulam  quandam  generalem 
fu b nevere , qua  mediante  vel  folius  fub- 
fiitutionis  ope  poilit  qua?curaque  quanti- 
tas duabus  partibus  conftans  ad  datam 
quamcumque  potefiatem  elevari  $ atque 
hac  quidem  poteftatum  formula  primb 
noftre  Algebra;  libro  finem  imponimus. 
Itaque  prjemi/To  prius  qua  ratione  pote- 
ilates  generaliter  , ac  indefinite  defignari 
poilint  in  quantitatibus  iimpiicibus  , o- 
ilcndimus  deinde  , qua  ratione  hoc  idem 
fieri  pofiit  in  quantitatibus  compofitis, 
hoc  eft  in  iis  , qua?  duabus  partibus  con- 
flant . Et  quoniam  poteliates  quantita- 
tum compoficarum  plures  terminos 'in - 

e 4 vol-. 
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volvunt  « Quorum  finguli  fuos  Habent 
coefficientes  ? propterea  primb  quidem  o- 
ftendimus  , qua  ratione  defignari  debeant 
generaliter  , ac  indefinite  termini  cujuf- 
cumque  poteftatis  ex  radice  aliqua  bino* 
mia  > tum  quo  pado  detignandi  fint  iti- 
dem generaliter  , ac  indefinite  coefficien- 
tes eorum  terminorum. 

«Expreffis  generaliter  , ac  indefinite 
tum  terminis  cujufcumque  patefiatis  ex 
radice  aliqui  binomia  * cum  coefficien- 
tibus  eorundem  terminorum  ; faci  1 e 
deinde  nobis  fuit  formulam  potefiatum 
generalem  exhibere  * nimirum  afficiendo 
ordine  fingulos  terminos  propriis  fuis 
coefficientibus  > eofque  iis  fignis  inter 
femutub  conjungendo  , qua:  multipli- 
cationis exigunt  regula: . Ha?c  autem  for- 
mula etfi  pro  iis  tantum  potefiatibus 
conftrufta  videatur  , qua;  dici  debent 
perfeft*  pofitiva:  » poteft  nihilominus 
aliis  etiam  potefiatibus  applicari . Quod, 
ut  liquidb  confiet » primb  quidem  often- 
diinus , qua  ratione  formula  illius  be- 
neficio elevetur  radix  aliqua  , cujus  dua; 
funt  partes  ad  poteftatem  , qu:e  exponen- 
tem habeat  numerum  integrum  negati- 
vum i tum  deinde  quo  paclo  elevetur  ad 
potefiatem  » cujus  exponens  fit  numerus  • 
•»  fra- 
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/radius, live  pofitivus,five  negativus. Lin- 
de compertum  unicuique  fit  ejufdem 
formale  generalis  beneficio  , nullo  nego* 
tio  fieri  pofie  feries  infinitas  , qua?  c&m 
a divilio  ie  > tum  h radicum  extra&ione 
luam  trahunt  originem. 

Primum  hunc  Algebr*  librum  quum- 
tranfmififlem  ad  Viru  Clariffimum  Ce- 
farem  Cinque,  qui  apud  Monachos  Cafii- 
nenfes  Medicine  Artis  praxim  profitetur* 
Audior  ipfe  mihi  fuit , ut  eodem  in  libro 
Appendicis  inllar  agerem  de  numeris  fi* 
guratis  aliorum  generum>&  de  eorundem 
fuinmis  indefinitis  , ne  quicquam  horum 
numerorum  fugeret  Ledlores  . Itaque, 
quia  tanto  Viro  , non  modb  Medico  , & 
Philofopho  eximio  , verum  etiam  Ma- 
thematico prceftantilfirao  , non  poterant; 
morem  non  gerere  5 proinde  Appendiceirt 
illam  adornare  flati m cogitavi . Quocirca 
detetld  irt  aliis  illis  numeris  figuratis  mi-* 
ra  quadam  proprietate  , per  quam  facili 
negotio  ex  iis  , qui  funt  primi  generis, 
deducunturjfacile  nobis  fuit  beneficio  il- 
lius proprietatis  definire  fummas  nume- 
rorum , qui  in  aliis  generibus  fingulos  fi- 
guratorum ordines  conftituunt  , quas' 
quidem  fnmma?  nefcio  num  ab  A u <Sf ore  ' 
aliquo  hucufque  fuerint  determinata?. 
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bus  unitatibus  auflum. 

Quartb  confideramus  feries  infinitasj 
quarum  termini  funt  poteftates  , hoc  eft 
quadrata,  cubi, quadrato-quadrata  nume- 
rorum naturalium  ; nam  tametfi  hujuf- 
modi  feries  tales  fint  quoque  , ut  in  infi- 
nitum continuat»  numquam  pollint  fi- 
nitam fummam  exhibere  $ utilis  tamen 
eft  earum  contemplatio  , quia  tametfi 
fumma  omnium  infinitorum  terminoru, 
velut  infinita,  haberi  nequeat , nihilomi- 
nus qu*  fumma  oriatur  ex  quamplurium 
terminorum  additione  , haud  difficile  eft 
definire  . Utimur  autem  ad  has  fum- 
mas  definiendas  fummisjam  determina- 
tis numerorum  figuratorum  . Nam  etfi 
Wallifius  , aliique  , qui  infinitorum  tra- 
narunt Arithmeticam  , primb  fummas 
quadratorum  , cuborum,  aliarumque  po- 
teftatum  numerorum  naturalium  inve- 
ftigaverint,  deinde  verb  ad  definiendas 
fummas  numerorum  figuratorum  per- 
tranfierint  $ nihilominus  notante  Jacobo 
Bernoullio  natur*  rei  longe  melius  con- 
venire videtur  , fi  primb  quidem  nume- 
rorum figuratorum  fumm*  determinen- 
tur , poftea  verb  ad  poteftatum  fummas 
inveftigandas  defcendatur. 

Jam  quemadmodum  fumma  numero- 
u ' ium 
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rum  omnium  naturalium  efl  ad  fum- 
mam terminorum  totidem  maximo  ae- 
qualium in  ratione  fubdupla  j ita  often- 
dimus  fummam  quadratorum  omnium, 
qua;  fiunt  ex  numeris  naturalibus,  eiTe 
ad  fummam  totidem  maximo  a;qualium 
in  ratione  fubtripla  j & fummam  cubo- 
rum omnium,  qui  fiunt  ex  iifdem  nume- 
ris naturalibus,  efle  ad  fummam  toti- 
dem a;qualium  maximo  in  ratione  fub- 
quadrupld  ; atque  ita  deinceps  : ex  qui- 
bus plura  alia  theoremata  colligimus, 
proportionem  inter  numeros  figuratos , Sc 
poteftates  numerorum  naturalium  exhi- 
bentia , qua;  nefcio  an  adhuc  ab  Au&ore 
aliquo  fine  adnotata  . Nec  reticemus  pul- 
cherrimam proprietatem , quam  in  fum- 
mis  indefinitis  tam  poteftatum  , quim 
numerorum  figuratorum  Jacobus  Ber- 
nouilius  obfervavit : nempe  quod  fi  pro- 
priis fuis  fignis  addantur  in  unum  fra- 
ftiones  illa; , qua;  in  fummis  illis  funt 
terminorum  coefficientes  , fumma  , qua; 
inde  oritur  , fit  ubique  unitas. 

Denique  ferierum  infinitarum  exem- 
pla alia  proferimus  . Et  primi»  quidem 
ollendimus  , quod  tametfi  feries  infinita;» 
quarum  termini  funt , vel  numeri  natu- 
rales , vel  numeri  figurati  numerorum 
e 2 na- 
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naturalium  * in  infinitum  continuat», 
numquam  pofiint  finitas  fummas  exhibe, 
re  $ nihilominus  fi  termini  earum  ferie- 
rum  dividantur  ordine  per  terminos  a L 
terius  feriei  , cujus  termini  crefcendo 
geometrice  progrediantur  , vel  quod  eo- 
dem recidit , multiplicentur  per  termi- 
nos nova;  feriei  , progredientes  geometri- 
ce decrefeendo  , quod  inquam  id  , quod 
oritur  ex  infinitorum  illorum  termino- 
rum colle&ione  , fit  femper  quantitas  fi- 
nita . Et  quamquam  hujus  rei  veritatem 
oftendamus  , determinando  fpeciatim 
fummas  illas  pro  unoquoque  ordine  nu- 
merorum figuratorum  ; deinde  tamen 
regulam  proferimus  generalem  , qu»  ad 
omnes  cafus  fe  extendit. 

Oftendimus  etiam  circa  numeros  iftos 
figuratos, quod  etfi  fuinma  ipforum  , cu- 
jufcumque  fint  ordinis  , fit  infinita,  atta- 
men fi  invertantur  , & fiant  denominato- 
r#s  fra&ionum  , quarum  unaquaque  uni- 
tatem habeat  pro  fuo  numeratore  , ii- 
dem  fimul  collegi  fummam  exhibeant 
finitam  . Reducimus  autem  hanc  nume- 
rorum figuratorum  proprietatem  ad  iftud 
theorema  generale  , quod  in  numeris  fi- 
guratis inverfis  fumma  omnium  termi- 
norum , qui  primum  excipiunt , eam  u- 
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nicatis  partem  adsquec  * quam  defignat 
exponens  ordinis  numerorum.  Notamuf- 
que  > quod  fi  ipfi  numeri  naturales  inter 
ordines  numerorum  figuratorum  ed  ra- 
tione collocentur»  ut  exponens  ordinis 
ipforum  Iit  zero  , five  nihilum  » poilic 
idem  theorema  iis  etiam  numeris  appli- 
cari *.adeo»  ut  fi  invertantur  numeri  na- 
turales , & conftituatur  ex  eorum  inver- 
fione  feries  harmonica  » dici  poifit » quod 
termini  omnes  hujus  feriei  » qui  primum 
tfxcipiunt,  fimul  coi le<5li  eam  unitatis 
partem  adaquent  , quam  defignat  zero* 
five  nihilum»  adeoque  ,quod  fumma  om- 
nium illorum  terminorum  fit  quantitas 
infinita  » quum  dividendo  finitum  per 
zero  » five  nihil,  infinitum  oriatur. 

Infinicam  autem  efle  fummam  termi- 
norum omnium  eonftituentium  ferient 
harmonicam  deprehendit  primb  Johanncs 
Bernoullius  ex  abfurditace  manifeftu , 
qua  fequeretur,fi  fumma  feriei  harmoni- 
ca finita  ftatueretur  . Idem  deinde  de- 
monftravit  ai  id  ratione  Jacobus  Bernoul- 
lius  , Jacobi  Frater  . Sed  id  vel  ut  prorfus 
memorabile  tripliciter  quidem  i nobis  o- 
ftenditur  * primb  demonftranda  feriein 
harmonicam  talem  e/Te  , ut  a fe  ipsa  pri- 
mo termino  multati  non  differat  * fecun- 
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db  oftendendo  feriem  » qua:  oritur  ex  in- 
verfione  numerorum  imparium^qualetn 
efle  feriei  , orta:  ex  numeris  paribus  in- 
verfis  i Sc  tertii»  demonftrando  fummam 
feriei  harmonicas  hu/ufmodi  efle  , ut  ab- 
fcifsa  ex  ea  unitate  una  , alia  rurfus  * at* 
que  alia  in  infinitum  poflit  abfcindi:quo- 
rum  quidem  omnium  unumquodque  in 
propatulo  ponit , fummam  terminorum 
oinnium»feriem  harmonicam  conftituen- 
tium  > quantitatem  elfe  infinitam. 

Tandem  oftendimus  fummam  finitam 
illius  feriei  * quas  oritur  ex  inverfione 
quadratorum  unitate  minutorum  » indi- 
catam k Viro  Clariifimo  Gulielmo  Goto- 
fredo  Leibnitio  occatione  mirabilis  fu% 
quadratura;  circuli  in  principio  Auro- 
rum Lipfieniium  publicata;.  Nam»  quum 
hujufmodi  feries  fit  femiffis  ejus  » qua;  o- 
ritur  » fubtrahendo  ex  terminis  feriei  har- 
monica; terminos  ejufdem  feriei  duobus 
primis  multata;*  perfpicuum  eft»fummam 
omnium  fuorum  terminorum  efle  femif- 
fem  duorum  prioruin  feriei  harmonica» 
atque  adeo  tres  quartas  partes  unitatis 
adaiquare  . Sed  oftendimus  etiam»  quod  11 
ex  eadem  ferie  excerpas  terminos  loco  pa- 
ri pofitos»fumma  feriei  reliqua;  femif- 
fem  unitatis  ada;qn;et . Verumtamen  11 
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ex  poftrema  ifta  ferie  excerpas  adhuc  ter* 
minos  loco  pari  collocatos  * relinquetur 
feries*  cujus  furnma  finita*  nullo  numero 
exprimibilis»  erit  vera  magnitudo  circula 
pofito»  quod  quadratum  circulo  circum- 
fcriptum  adajquet  femiflem  unitatis. 

Quoniam  autem  in  explicanda  ferie- 
rum  infinitarum  do&rina  longe  quidem 
morati  fumus  * quam  noftrum  erat  ani- 
mus * Se  fufcepti  operis  ratio  exigere  vi- 
debatur: proinde  * ut  pateret  non  omnini» 
inutilia  eife  * qua:  prietermicti  potuilfe 
facile  quifque  fibi  perfoadet  i opera:  pre- 
tium nobis  vifum  eit*do&rina:  de  feriebus 
infinitis  formulam  quandam  generalem 
fubne&ere  * qua  mediante  vel  folius  fub- 
ftitutionis  ope  poifit  quacumque  quanti- 
tas duabus  partibus  conflans  ad  datam 
quamcumque  poteftatern  elevari  atque 
hac  quidem  poteftatum  formula  primi» 
noftra:  Algebra:  libro  finem  imponimus. 
Itaque  prsmi/To  prius  qua  ratione  pote- 
ftates  generaliter  * ac  indefinite  defignari 
polfint  in  quantitatibus  iimplicibus  * o- 
ftendimus  deinde  * qua  ratione  hoc  idem 
fieri  polfit  in  quantitatibus  compotitis, 
hoc  eft  in  iis  * quae  duabus  partibus  con- 
flant . Et  quoniam  poceflates  quanticu- 
tuui  compotitarum  plures  terminos  'in- 
e 4 vol-. 
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volvunt  « quorum  finguli  fuos  habent 
coefficientes  f propterea  primb  quidem  o- 
ftendimus  , qua  ratione  defignari  debeant 
generaliter  , ac  indefinite  termini  cujuf- 
cumque  potellatis  ex  radice  aliqua  bino* 
mia  » tum  quo  pa&o  defignandi  fint  iti- 
dem generaliter  t ac  indefinite  coefficien- 
tes  eorum  terminorum. 

'Expreflis  generaliter  , ac  indefinite 
tum  terminis  cujufcumque  potellatis  ex 
radice  aliqui  binomii  » cum  coefficieft- 
tibus  eorundem  terminorum  > facile 
deinde  nobis  fuit  formulam  potellatum 
generalem  exhibere  » nimirum  afficiendo 
ordine  fingulos  terminos  propriis  fu  is 
coefficientibus » eofqoe  iis  fignis  inter 
femutub  conjungendo  , qua;  multipli- 
cationis exigunt  regulze  . Haec  autem  for- 
mula etfi  pro  iis  tantum  potellatibus 
conftrufta  videatur  > quas  dici  debent 
perfeci*  pofitivas  > poteft  nihilomiuus 
aliis  etiam  poteftatibus  applicari . Quod 
ut  liquidb  conftet » primb  quidem  often- 
dimus  , qua  ratione'  formulas  illius  be- 
neficio elevetur  radix  aliqua  > cujus  duas 
funt  partes  ad  poteftatem  , qu:e  exponen- 
tem habeat  numerum  integrum  negati- 
vum i tum  deinde  quo  paclo  elevetur  ad 
potefiatem  j cujus  exponens  fit  numerus  • 
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/rac\us,five  pofitivusi  five  negativus. lla- 
de  compertum  unicuique  fit  ejufdem 
formula?  generalis  beneficio  , nullo  nego, 
tio  fieri  polfe  feries  infinitas  > qua*  cdm 
a divilioie  i tum  H radicum  excra&ione 
luam  trahunt  originem. 

Primum  hunc  A Igebrar  librum  quum- 
tranfmifilfein  ad  Viru  Clarifliinum  Ce» 
farem  Cinque,  qui  apud  Monachos  Calli» 
nenfes  Medicina?  Artis  praxim  profitetur* 
Au&or  ipfe  mihi  fuit  > ut  eodem  in  libro 
Appendicis  indar  agerem  de  numeris  fi- 
guratis aliorum  generura>&  de  eorundem 
fuinmis  indefinitis  , ne  quicquam  horum 
numerorum  fugeret  Le&ores  . Itaque, 
quia  tanto  Viro  , non  modi>  Medico  , Sct 
philofopho  eximio , verum  etiam  Ma- 
thematico prajftantifllrao  , non  poteram 
morem  non  gerere  * proinde  Appendiceiil 
illam  adornare  flatim  cogitavi . Quocirca 
dete33  in  aliis  iftis  numeris  figuratis  mi-* 
ra  quadam  proprietate  * per  quam  facili 
negotio  ex  iis  , qu!  funt  primi  generis, 
deducunturjfacile  nobis  fuit  beneficio  il- 
lius proprietatis  definire  fummas  nume- 
rorum » qui  in  aliis  generibus  fingulos  fi- 
guratorum ordines  condituunt  , quas 
quidem  fomma?  nefcio  num  ab  Auftore  ■ 
aliquo  hucufque  fuerint  determinata?. 
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De  Calculo  litterali  , Jive 
fpeciofo. 


T regula;  calculi  litte— 
ralis,iive  fpeciofi  melius 
intelligantur  * illud  in 
limine  pra;mittendum  t 
quod  ficuti  omnes  qu3- 
titates  pofiunt  per  al- 
phabeti litteras  defigna- 
ii  j ita  earundem  multiplices  , aut  par- 
tes quadibet , adhibitis  figuris  arithmeti- 
cis, non  incongrue^defignentur. 

Hac  ratione  , fi  aliqua  quantitas  voce-? 
tur  a i erit  ejus  duplum  2 a j triplum  gfl» 
quadruplum  4 a j atque  ita  deinceps  . Et 
iiiniliter  quantitatis, defignaca;  per  ^,erit 
A fc- 
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femiffis  — b » triens  •—  b , quadrans  — bt 

a ‘ 3 4 

atque  ita  de  aliis. 

Promittendum  eft  quoque»  in  calculo 
litterali » proter  ipfas  litteras  , per  quas 
quantitates  delignaDtur  , adhiberi  etiam 
hoc  duo  ligna  + > & — » quorum  pn- 
inuin  fignificat  plus  , alterum  figmncat 
minus  : qua  ratione  a^b  idem  valet , ac 
0 plus  b-,  & c~~d  idem, ac  c minus  d. 

Et  quemadmodum  ultro  liquet  a j & 
idem  e fle  ,ac  jdj  3<rf  2 a idem,  ac  y*  i ita 
quoque  liquidb  conflat  prt  — 3fl 
* fle  , ac  2A  i 3*  — *b  ide?1’ .fC  b ’ & 

C _ c idem,  ac  zero,  live  nihilum  : un- 

tle  quum  plures  occurrunt  quantitates, 
iis  fipnis  connexo  , iifdemque  litteris  de- 
ficrnato,  contrahendo  funt  illo, habita  li- 
pnorum  , quibus  afficiuntur , ratione. 

Hoc  pa£lo  feries  ifta  quantitatum 
r _ ^ .j.  2d  reducitur  ad  30 

ijpib  ; nam  5- a *—  2 « eft  idem  , ac  3« » & 
»—  3^  f eft  idem  * ac  * similiter 

feries  ifta  quantitatum  f m — 6rt  f 4» 
reducitur  ad  •—  211  : nam 

>wj  . eft  idem  , ac  2 m j & * 6>a 

* 4»  idem  eft,  ac  — *n.  Atque  ita  quo- 

que feries  quantitatum  8 a *—  a?  r* 
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j 41*  reducitur  ad  12 0 — • yc  : nam  8 a 
f4<i  fune  i30  i & r- 2C  — lc  l"unt 

CAPUT  I. 

Calcula:  quantitatum  J Impliciam . 

Qllantitatumdua;  fpecies  diftinguun- 
tur,  quarum  alia;  dicuntur  fimpli- 
ces,  alia;  compoiita; . Quantitates 
fimplices  funt  illa; » qua;  vel  unica  litte- 
ra , vel  pluribus  litteris  nullo  ligno  co- 
pulatis defignantur  1 ut  0,  c>  vel  etiam 
abibc^cd.  Quantitates  verb  compofita;, 
qua;  pluribus  litteris  ligno  f , vel  — 
conjun&is  exprimuntur  . Hinc  primb 
calculum  quantitatum  fimplicium  > tum 
calculum  quantitatum  compofitarum 
oftendemus. 

I. 

Additio  quantitatum  fimplicium . 

Ollum  una  quantitas  alteri  adden- 
da  proponitur,  nihil  aliud  fieri  de- 
bet,quam  unam  plus  altera  fumere.Hinc 
adduntur  in  unum  duse , aut  plures  fim- 
plices quantitates,  conjungendo  eas  figno 

A » i*  SiC 


2 Sic  ad  addendum  a cum  b , fcribo  flf  h 
pariterque  ad  addendum  acvmb,  Sc  c , 
fcribo  afbfc  : neque  aliter  fiet , fi  addi 
debeant  in  unum  2 0 > 3 » nam  fum“ 
ma  erit  2af  ?bf  %c. 

Eadem  ratione  , fi  addenda  proponatur 
quantitas  a cum  fe  ipfa , hoc  eft  cum  alia 
quantitate  a , fumma  erit  afa  . Sed  quo- 
niam utraque  quantitas  eadem  littera 
defignatur,  feribi  poterit  loco  ejus  za.  Et 
fimiliter  ad  addendum  za  cum  4fl  , lcnbi 
poterit,  vel  ^f4a  , vel  etiam  fimplicius 
?a.  Atque  ita  quoque  erit, vel  ;c  f zc  f 
, vel  sc  t fumma  trium  quantita- 
tum 3 c , 2C  , 4<f  • 


. . t . i tf  ' . , 1 «.  • • ••  • • 

1 'SubtraWo  quantitatum  firnp  lictam. 

Qtfum  ex  una  quantitate  alteram 
oportet  fubducere  , nihil  aliud  fie- 
.i  ri  debet  * quam  unam  minus  alte- 
ra fumere.  Hinc  ex  una  quantitate  alte- 
ra fubducitur  , quotiefeumque  conjun- 
guntur ita  quidem  figno  — » ut  fignuih 
iftud  • prscedat  quantitatem  iubtrahen- 
idam.  I$a  ad fubtrahendum  £ex«,fcri- 
a *—  b i pariterque  ad.  fubtrahendum 


Wl 
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C ex  a,  fcribo  a ■ — c:  neque  aliter  fiet,  fi 
ex  5«  fubtrahi  debeat  ac  j nam  refiduum 
erit  grt — ac. 

Eadem  ratione  , fi  ex  quantitate  fa 
fubtrahenda  proponatur  quantitas 
refidum  erit  j ■a—.^a.  Sed  quoniam 
utraque  quantitas  eSdem  litterS  defigna-» 
turj  fcribi  poterit  loco  ejus  a<*.Et  fimili- 
ter,  ad  fubtrahendum  4C  ex  7 c,  fcribi  po- 
terit, vel  7 c — . 4C  , vel  etiam  ?c.  Atque 
ita  quoque  refiduum  , quod  oritur , fub- 
trahendo  4 m ex  9 m9  erit, vel  9W  — 4?», 
vel  fimplicius  jm. 

III. 

< 4 *•-»•»  4«  # * • *->  1 . \ . 1 .1  > ' ) 

Multiplicatio  quantitatum  ftmplicium . 

OUantitates  fimplices  multiplican- 
tur per  fe  mutub  , conjungendo 
eas  , nullo  figno  interje&o  . Ita,  fi  a 
multiplicetur  per  £,  produftum  erit  ab\ 
& fimiliter  fi  a multiplicetur  per  c , pro- 
du&um  eritflC*  pariterque  erit  aa  produ- 
tlum  , quod  oritur  , multiplicando  a per 
a. 

Sed  quemadmodum  exprclfio  flfc  con- 
trahitur, & loco  ejus  feribitur  20 $ ita 
exprelfio  aa  contracta  defignatur  per  a3: 
A 1 qua 


* 
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qua  ratione  aaa  defignatur  etiam  per  a3j 
aaaa  per  a*  ; atque  ita  deinceps  : adeb  ut 
femper  ac  quantitas  aliqua  occurrit  , cui 
i tergo  numerus  aliquis  fit  adfcriptus,  in- 
telligenda  fit  quantitas  illa  toties  per 
multiplicationem  pofita  , quot  habet  ille 
numerus  unitates. 

Hinc  fedulb  notetur  hic  velim  * ma- 
gnum ede  difcrimen  inter  quantitatem, 
cui  numerus  aliquis  efl  prcefixus,  & inter 
eandem  quantitatem  , cui  idem  numerus 
eft  adfcriptus  i tergo  j veluti  inter  2tf,  & 
o*  j inter  gfl,  & inter  4«»  k a* . Nam 
exprelliones  ift;e  2 a , 30 , 4 a fignificant 
quantitatem  a bis  , ter , quater  pofitam 
ede  per  additionem  } quum  tamen  h:c 
alia;  exprelliones  a2,a3,a4  figniticent 
eandem  quantitatem  a bis,  ter, quater  po- 
fitam ede  per  multiplicationem. 

Jam  autem  , quum  a 3 idem  fit , ac  aa ; 
Sc  a5  idem,acfla«:  liquet, ad  multiplican- 
dum a2  per  «3,  fcribendum  ede  a f j nam 
juxta  regulam  generalem,  fi  aa  multipli- 
cetur per  aaa , produ&utn  erit  <Jrtaatf>quod 
idem  valet , ac  a*  . Atque  ita  quoque  a* 
eric  produ&um  , quod  oritur  , multipli- 
cando a per  a2  & ai  produ&um  , quod 
provenit, multiplicando  a2  per  af  . Sed  (i 
multiplicari  debeat  a 3 per  b3, produ&um 
eric  a2  b 3.  Quod 
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QubJ  fi  quantitates  , ad  invicem  mul- 
tiplicanda?,numeros  ante  fe  habeant;mul- 
tiplicandi  funt  ii, ut  in  vulgari  Arithme- 
tica : qua  ratione  multiplicando  2 a pec 
3C,  producitur  6ac,  & fimiliter  multipli- 
cando per  4^,  producitur  nab  j atque 
ita  quoque  erit  Zat  produilum  » quod 
oritur,  multiplicando  4 a3  per  2 as» 

IV. 

Divijto  quantitatum J impliciam . 

Dlvifio  deftruit  id  , quod  componit 
multiplicatio?  unde  licuti  multipli- 
cando a per  b , producitur  abyitd  dividen- 
do ab  per  a , quotiens  oritur  b : proinde- 
que  divilio  quantitatum  fimplicium  Heri 
debet  , delendo  diviforem  ex  dividendo*, 
adeo  ut  divifo  abc  per  a, quotiens  erit  bc\ 
& divifo  at  per  rf3 , quotiens  fiet  a3. 

Qubd  fi  autem  divifor  deleri  nequeat 
ex  dividendo  j tunc  lineola  interje&a 
fcribatur  infra  Illud  ad  inftar  fraftionis. 
Sic  dividendo  ab  per  c > quotiens  oritur 
ab 

— j & fimiliter  dividendo  bd  per  a , quo- 
c bd 

Ciens  producitur  «—  ? neque  aliter  infti- 
a A 4 . tuen- 
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tuenda  eft  divilio  » quum  dividere  oportet 

03 

«3  per  c 3 » nam  fiet  quotiens  — .. 

c3 

Sed  fi  divifor » partim  deleri  poffit  ex 
dividendo»  partim  non  item  j tunc  delea- 
tur» quod  deleri  poteft  & lineola  interje-J 
6ta  fubfcribatur»  quod  eft  indelebile:  qua 
ratione  quotiens,  qui  oritur,  dividendo 
bd  ab 

abd  per  ac , erit  — $ & fimiliter  erit  — t- 
C m 

quotiens  , qui  producitur  dividendo  abc 

a * 

per  cm ; atque  ita  quoque  erit  — quo- 

c 

tiens,  qui  oritur  dividendo  o3  per  ac. 

Quod  fi  quantitates , ad  dividendum 
propolita;, numeros  ante  fe  habeant  prajfi- 
xos  i dividendi  funt  ii,  ut  in  Arithmetica 
vulgari : qua  ratione  dividendo  6ac  per 
•'30  , quotiens  oritur  %c  5 pariterque  divi- 
dendo 1 2 ab  per  30  , quotiens  producitur 
'4*  » atque  ita  etiam  erit  40M  quotiens, 
qui  oritur, dividendo  i*»3»3  per  3 ara. 

./ 


GAP. 
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Calculus  quantitatum  compofitarum» 

OStenfo  calculo  quantitatum  fimpltJ 
ciumj  fequitur,  ut  offendamus  cal- 
culum quantitatum  compofitarum  , qua: 
ex  fimplicium  additione  , vel  fubtraaio- 
ne  oriuntur.  Et  quoniam  quantitates 
compofita?  dicuntur  illre  , qua?  pluribus  * 
litteris  figno  f , vel  — conjunais  defi- 
gnanturjdua?  hinc  in  iis  quantitatum 
componentium  fpecies  diftingui  folent*' 
Nam  alia?  dicuntur  pofitiva; , cujufmodl 
, funt  illa; , quas  lignum  f praceait  5 ali® 
negativa?,  quales  quidem  funt  ea?,  qua;  li- 
gno— .afficiuntur. 

Vulgatum  eft  apud  Algebriffas,  quan- 
titates pofitivas  efle  nihilo  majores^ uan- 
titates  negativas  nihilo  minores.  Id  igi- 
tur , ut  re&ius  intelligatur  , fciendum  eft 
zero  , five  nihilum  , quantitatibus  addi- 
tum, earum  valorem  nec  augere,  nec  mi- 
nuere ; quocirca  quod  potis  eft  alicujus 
quantitatis  valorem  augere  , id  nihilo  . 
majus  dicendum  eft  , quod  verb  minuere, 
nihilo  minus  dici  debet-.unde  quia  quan- 
titas politi va, alteri  addita, auget  valorem 

ejjjs. 
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ejus,  & viclflim  negativa  minuit}  idcirco 
quantitas  pofitiva  erit  nihilo  major» 
quantitas  negativa  nihilo  minor. 

Ex  quo  patet  » quantitates  dici  pofiti- 
vas  , vel  negativas  , non  quidem  proptec 
fe  , fed  in  ordine  ad  eas  , de  quibus  valo- 
rem  fuum  affirmant, vel  negant}  nam  ca?- 
teroqui  nemo,  opinor  , ibit  inficias,  quia 
omnis  quantitas  in  fe  ipfa  fpe&ata  fit  po- 
fitiva,  feu  nihilo  major.  C;eterum,quia  il- 
la; quantitates  , qua:  nullo  figno  afficiun- 
tur , idem  praffiant,  quod  quantitates  af- 
fe&a:  figno  f } proinde  in  calculo  quanti- 
tatum compofitarum  quantitates  fimpli- 
ces,qua:  nullo  figno  afficiuntur , confi- 
derantur,  velut  alTed:e  figno  f. 


'Additio  quantitatum  compofitarum* 

QUantitatum  compofitarum  additio 
fit, conjungendo  eas  iifdem  omnino 
fignis  , quibus  partes  ipfarum  funC 
afTe£be , & obfervando  femper  harc  tria. 
I , ut  quantitates  illa; , qua;  nullo  figno 
afficiuntur , tamquam  affe&ae  figno  f de- 
beant confiderari.  II»  ut  quantitates  il- 
la; »quat  iifdem  litteris  expreflar » iifdem 
‘ quo- 
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quoque  (Ignis  afficiuntur  * debeant  adii 
in  unam  fummam,  adhibitis  notis  arith- 
meticis. Et  III,  ut  illa;  quantitates  , qua: 
iifdein  litteris  defignata: , contrariis  (ignis 
afficiuntur  , debeant;!  fe  mutuo  fubduci. 

Hoc  pa&o  , fi  quantitati  afb  addenda, 
fit  quantitas  c f d » fiet  fumma  afbfcfd. 
Et  Ii  mi  li  ter  fi  quantitati  a — • b adden- 
da fit  quantitas  c — d , fumma  orietuc 
a — b c — d . Sed  fi  quantitas  a — b 
addenda  fit  quantitati  afb  , fumma  erit 
za  : nain  per  regulam  generalem  fumma 
earum  quantitatum  eft  a— - b f a f £>fed. 
afa  e(l  ia,  & — . b f b eft  zero,  five  nihi-4 
Ium:  quare  eadem  fumma  erit  (Impliciter 
2 a . Atque  ita  quoque  fumma  quantita- 
tum 2 a — %b  , & ja  f b , erit  j -a  — 2 b-, 
quemadmodum  6a  • — 4 c erit  fumma 
quantitatum  44  « — . 6c,  Sc  24  f zc\  Sc  ytf 
1 — 6 d erit  fumma  quantitatum  3 a — ■ 
4t/,&  2d— zd. 


Subtractio  quantitatum  compofitarumi 

OUantitatum  compofitarum  fubtra- 
&io  fit  » conjungendo  quidem  eas, 
ut  in  additione  , fed  irutando  figna  om- 
nia quantitatibus  fubducendis : qua  in  re 
i cria 
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tria  etiam  oportet  obferventur  . I » ut 
quantitates  illa;, qua*  nullo  figno  afficiun- 
tur , conliderari  debeant  velut  affedbe  fi- 
gno f . U » ut  quantitates  ilia; , quae  fa- 
Aa  fubtra&ionereperiuntur  iifdem  litte- 
tis  exprelfie,  iifdemque  fignis  afFe&a;»addi 
debeant  in  unam  fummam,  adhibitis  no- 
tis arithmeticis.  Et  III,  ut  fiquidem  plu* 
xes  occurrant  quantites,  qua;  iifdem  litte-. 
Xis  expreffie,  contrariis  fignis  afficiantur^ 
eae  debeant  ^ fe  rautub  fubduci. 

Hoc  pa&o,  fi  ex  quantitate  afb fubdu- 
cenda  fit  quantitas  cfd , refiduum  /kt 
a -J.  b — c — d i Se  fimiliter  fi  ex  quan- 
titate a b fubducenda  fit  quantitas 
c — d , refiduum  orietur  a b — c 
d.  Sed  fi  ex  quantitate  af b fubducenda 
fit  quantitas  b — a » refiduum  fiet  2tf* 
fiam  per  regulam  generalem  refiduum* 
quod  oritur  ex  mutua  earum  quantita- 
tum fubdu&ione  , eft  afb  —~bfa)  fedl 
afa  idem  eft,  ac  ia  i Se  f b £ eft  quan- 
titas zero  iequalis  : quare  idem  refiduum 
erit  /impliciter  2a  . Atque  ita  quoque,  fi 
ex  quantitate  . — ib  fubducenda  fit 

quantitas  aof  3^,  refiduum  erit  a — 

Sc  fimiliter,  fi  ex  quantitate  ^.affb  fub- 
ducenda  fit  quantitas  2«  — qb  , refi- 
duujn  orietur  aafib.  , - 

• 1 Un- 
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Multiplicatio  quantitatum  campo- 
■ Jit  arum. 

Multiplicatio  quantitatum compo- 
fitarum  fit, multiplicando  fingulas 
■unius  partes  per  fingulas  partes  alteriust 
& fcribendo  produUa  figno  ‘J’  » quum 
quantitates  ad  invicem  multiplicanda; 
iifdem  fignis  afficiuntur  , & viciffim  fi- 
gno — . , quum  contrariis  fignis  funt 
affedtae  . Atque  hi'c  quoque  tria  illa 
funt  obfervanda  , qua?  in  additione  , Sc 
fubtra&ione  voluimus  obfervata  : nempe 
ut  quantitates, nullo  figno  affefta;, con- 
siderari debeant , velut  affe&a;  figno  f . 
II , ut  fi  fa£la  multiplicatione  plura  oc- 
currant produ&a  partialia  , qua?  Iifdem 
litteris  exprefla , iifdem  quoque  fignis  af- 
ficiantur,addi  ea  debeant  in  unum,  adbi- 
bitis notis  arithmeticis.  Et  Ilf,  ut  fi  plu- 
ra occurrant  produ&a  partialia  , qua?  iif- 
dem litteris  exprefTa  , figna  habeant  con- 
traria, ea  debeant  a fe  mutub  fubduci. 

Hac  igitur  ratione  , fi  quantitas  a — b 
multiplicanda  fit  per  aliam  c — ^«mul- 
tiplico primum  «per  c j fe  quia  utraque 

juan- 


E t e m.  Lib.I.  Cap.2.  i j 
quantitas  aiTicitur  figno  f» producum  ac 
etiam  figno  f affici  debet . Deinde  mul- 
tiplico b per  c i 8c  quia  quantitates  iftar 
contrariis  fignis  afficiuntur , produCtum 
bc  figno  — afficio.  Porrb  multiplico  a 
per  d j & quia  harum  quantitatum  con- 
traria itidem  funt  figna  , produCtum  ad 
etiam  figno  «—  fubfcribo.Denique  mul- 
tiplico b per  d ; quumque  ift»  quantita- 
tes iifdemfignis  fint  affe&a; , produftum 
bd  notari  debet  figno  f:  qua  ratione  pro- 
ductum totius  multiplicationis  erit  ac 
—bc—'ddfbd. 

Similiter  » fi  quantitas  2af  %b  multi- 
plicanda fit  per  quantitatem  3 c — ad, 
produCtum  fiet  6ac  f ybc  — 4 ad  — 
6 bd  . Sed  fi  quantitas  afb  multiplicari 
debeat  per  fe  ipfam>  hoc  eft  per  afb,  pro- 
du&um  erit  a3fzabfb3  , quandoquidem 
per  regulam  generalem  produCtum  oritur 
a3  fabfabfb3  » & fabfab  idem  eft  » ac  f 
iab.  Quod  fi  yerb  quantitas  afb  multi- 
plicari debeat  per  <1  — b , produCtum 
erit  a3  — . b3  •,  nam  per  regulam  genera- 
lem debet  efle  a3  f ab  — , ab  — b3  , & 
ab  — - ab  eft  quantitas  * qua  idem  valet» 
ac  zero, Gve  nihilum. 

Quod  autem  productum  affici  debeat 
figno  f , quum  quantitates  ad  invicem 

muU 
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multiplicanda  iifdem  fignis  afficiuntur} 
& viciffim  Hgno  — , quuin  contrariis 
fign  is  funt  affccbe:  haud  difficile  eft  hujus 
rei  rationem  reddere  . Nam  primi) , quod, 
quantitas  a — b , multiplicata  per  c, 
producat  ac  — bc  , oftenditur  fic  : quo- 
niam per  quantitatem  c multiplicanda 
eft  quantitas  a , diminuta  quantitate  b jl 
fit  hinc»  ut  fi  a per  c multiplicetur,  pro- 
dudhim  ac  majus  fit  jufto  produclo  » ea 
quidem  quantitate,  qua;  producitur  mul- 
tiplicando b per  c , nimirum  quantitate 
bc\  quocirca  fi  quantitas  ifta  bc  fubduca- 
catur  ex  ac , refiduum  ctc  •—  bc  verum 
produ&um  defignabitp 

Secundb  , quod  quantitas  a—b  , mul- 
tiplicata per  quantitatem  c — > d , pro- 
ducat ac  — bc  — . ad  f bd  , demonftra- 
tur  eadem  ratione : quoniam  per  quanti- 
tatem c — d multiplicanda  eft  quanti- 
tas <z,diminutai  quantitate.^  j fit  hinc  , ut 
fi  a per  c — d multiplicetur,  produ&um» 
quod  oritur  ac  — ad  , majus  fit  jufta 
produ&o,  ea  quidem  quantitate,  qua; 
producitur  multiplicando  b per  c — d » 
nimirum  quantitate  bc  ■ — £</:quocirca, 
fi  quantitas  ifta  bc  • — bd  fubtrahatur 
ex  ac  — ad  «refiduum  ac— -ad  — bc  ^ bd 
verum  produ&ur^  defignabit. 

Gaj- 
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Ca;tem m nolim  hic  filentio  praterire* 
iitile  plerumque  ede  , multiplicationem 
quantitatum  compofitarum  nequaquam 
prcediflo  modo  inflituere  j fed  tantum 
eam  indicare  , interpofito  inter  ipfas 
quantitates  figno  ifto  x , quod  fignificat 
hac  de  caufa  in,  vel  per . Ita,  fi  multipli- 
canda proponatur  quantitas  illa  a f b 
per  quantitatem  aliam  c — . d , exhiberi 

poterit  produ&um  hac  ratione  a f b 

x c d • Et  fimiliter,  fi  quantitas  a f b 
multiplicanda  fit  per  fe  ipfam  , hoc  eft 
per  aliam  quantitatem  a f b , defignari 
poterit  produ&um  hujus  multiplicatio- 

• ■ 1 j 

nis  in  hunc  modum  afbxa^b,  vel 

etiam  hac  alia  ratione  a f b*  : non  fecus, 
ac  ad  multiplicandas  fimul  tres  quanti- 
tates , quarum  qualibet  fit  a f b , fcribl 

poterit , vel  a f b x a f b x a f b , yel 

etiam  a f b* , 

IV. 

Divifio  Quantitatum  compofitarum. 

Divifio  quantitatum  compofitarum 
fit  eadem  ratione  , ac  ia  Ar.cume- 
B tica 
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tica  vulgari . Proponatur  exempli  caufl 
dividenda  quantitas  ac  f bc  f ad  f bd 
per  aliam  flf  b.  Divido  primum  ac  per  a 
Sc  quia  multiplicato  divifore  a f b per 
quotientem  c , producitur  quantitas  ac 
qp  bc  , quas  fubtra&a  ex  quantitate  divi- 
denda , relinquit  ad  f bd  : divido  fecun- 
db  ad  per  a » quumqne  quantitas  ",  qua 
producitur  , multiplicando  diviforem  ii  *f* 
b per  alium  iftum  quotientem  rf,fit  ad  f 
bd  , qua;  fubdu&a  ex  illo  refiduo,  relin- 
quit nihil  j concludo  quotientem  totius 
divifionis  efle  c f d. 

Non  diffiiniliter  fieri  debet  divifio  , fi 
quantitates, ad  dividendum  propofitK,nu- 
fcneros  fibi  habeant  prafixos  . Ita, fi  velim 
dividere  quantitatem  80-  f 1 2ab  f 6ac  f 
gbc  per  aliam  za  f %b , divido  primum 
8<j3  per  2 a j & quia  quotiens  hujus  di- 
.vifionis  eft.  quantitas  40 , qua;  multipli- 
cata per  diviforem  2 a f 3 b , dat  propro- 
du&o  quantitatem  8a3  f 1 zab,  fubtraho 
quantitatem  iftam  ex  quantitate  divi- 
denda 5 & quia  relinquitur  6ac  f pbc,  di - 
,vido  fecundb  6ac  per  za  $ quumque  mul- 
tiplicato quotiente  Iftius  divifionis  3C 
per  diviforem  za  f 'b,  oriatur  quantitas 
1 6ac  f qbc  , quas  fubdu&a  ex  illo  refiduo, 
relinquit  zero  » live  nihilum  i proinde 
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quotiens  propofita?  divi/ionis  erit  40  ^ 
jc. 

Quoniam  autem  quantitates,  ad  divi- 
dendum propofita;  , non  modo  figno  f , 
fed  etiam  figno  . — affici  poflunt;  fit  hinc» 
ut  neque  etiam  quotiens  » qui  oritur  es 
divifione  duarum  quantitatum  * affici 
femper  debeat  figno  f i fed  quandoque 
digno  f,quandoqde  verb  figno  — : unde 
quoad  figna  , quibus  afficiendi  funt  quo- 
tientes,  qui  ex  quantitatum  divifionibus 
oriuntur  » h«ec  regula  perpetub  eft  obfer- 
vanda  j ut  quotiefcumque  quantitates  » 
qua;  inter  fe  mutub  dividuntur , iifdem 
lignis  funtaffe&a;,  quotiens  figno  ^ affici 
«lebeat  j quotiefcumque  verb  funt  aiFefbe 
dignis  contrariis  , tum  quotiens  figno  — 
fit  afficiendus  : qua  ratione  fi  quantitas 
4-  ■ — b3  dividenda  fit  per  quantitatem 
a f b , quotiens  erit  a—b  : nam  divifo  oa 
per  a , multiplicatoque  quotiente  a per 
diviforem  a ^ producitur  a3  f ab  » 
quod  utique  produ&um  , fubdu&um  ex 
quantitate  dividenda,  relinquit  *—  ab 
b 3 ; unde  quia  divifo  — ab  per  a , multi- 
plicatoque quotiente*—  b per  diviforem 
4 f bt  producitur—-  ab  ~~b3  , quod  fub- 
tradum  ex  illo  refiduo,  nihil  amplius  re- 
Jinquit  j proinde  quotiens  propofita; 
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divifionis  erit  a — b . 

Neque  verb  difficile  eft  hujus  regula; 
rationem  intelligere  . Nam  quotiens  , per 
diviforem  multiplicatus , producere  fem- 
per debet  quantitatem  dividendam  . Ita- 
que quotiens  tali  femper  figno  affici  de- 
bet « ut  ex  multiplicatione  ejus  per  divi- 
forem oriatur  femper  quantitas  dividen- 
da .Jam  verb,ex  fuperius  oftenfis, quanti- 
tas pofitiva  producitur  ex  multiplicatio- 
ne duarum  quantitatum  y eodem  figno 
'effeftarum  s & viciffim  quantitas  negati- 
va ex  mulriplicatione  duarum  quantita- 
tum » qua;  contrariis  /ignis  afficiuntur. 
Sgitur,  quum  quantitas  dividenda  eft  po- 
fitiva y quotiens  affici  debet  eodem  figno» 
quo  divifor  afficitur  $ & viciffim y quum 
quantitas  dividenda  eft  negativa, quotiens 
affici  debet  figno  contrario  ei  y quo  divi- 
for affe&us  reperltur  : proindeque  affi- 
ciendus erit  quotiens  figno  «f*  y quum 
quantitates  ad  'invicem  dividenda;  affi- 
ciuntur iifdem  fignis  » & viciffim  figno 
t—  y quotiefcumque  contrariis  fignis  fuut 
affe&a?. 

Quod'  fi  accidat  y ut  divifio  quantita- 
tum compofitarum  tali  modo  fieri  ne- 
queat 5 eo  cafu  quantitati  dividenda;  po- 
terit ad  it^fiar  fra&iopis  divifor  ipfe  fub- 

fcri- 
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fcribi : qua  ratione  , dividendo  quantita- 
tem a 3 f c3  per  ra  f n , defignari  poterit 

a 3 f c3 

quotiens  in  hunc  modum  — 

M f « 

C A P.  III. 

Calculus  Fra&sottum. 

i 

Qfllemadmodnm  ex  additione  , & 
fubtra<$ione  quantitatum  fimpli- 
cium  oriuntur  quantitates  compofita;  j 
ita  ex  divifione  quantitatum  , tam  fim- 
plicium,qu&m  compofitarum  oriuntuc 
fracliones,  five  quantitates  fra&a? . llndo 
quum  calculus  quantitatum  , tum  fim-’ 
plicium  , cum  compofitarum  abunde  i 
nobis  fit  explicatus  * oftendendus  eft  ino- 
db  calculus  fra&ionum  , qua?  ex  illa- 
rum divifione  proficifcuntur. 

Fra&iones  itaque  funt  quantitates, de- 
fignantes  quotientes  earum  divifionuni, 
qua?  peragi  non  poflunt.  Ita,  quia  quan- 
titas ab  dividi  nequit  per  c,  fiet  quotiens 

ab 

hujus  di vifionis  fra&io  — Et  fimiliter 

c 

qqia  quantitas  a 3 f c3  dividi  non  poceft 
B 3 per 


* 
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per  m f ft>  riet  quotiens  talis  divifionis 
a3  f c 3 

fra&io Sed  perinde,  ac  in  Arith- 

rn  f n 

metica  vulgari , dicetur  in  pofterum  nu- 
merator fractionis  quantitas  fupra  lineo- 
lam exiftens,&  denominator  quantitas, 
qua;  infra  lineolam  exiftit  . Ita  in  fra- 
ab 

flione dicetur  numerator  quantitas 

c 

ab  , & denominator  quantitas  c. 

Quin  etiam  , quemadmodum  in  vul- 
gari Arithmetica  quilibet  numerus  ia 
formS  fraftionis  exprimi  poteft , fubfcri- 
bendo  ei  pro  denominatore  unitatem  i ita 
quoque  quxiibet  quantitas  algebraica  ad 
modum  fradlionis  poteft  repnefentari , li 
ei  tamquam  denominator  eadem  unitas 
fubfcribatur:qua  ratione  repradentabitur 
quantitas  ab  ad  modum  fra&ionis  > fcri- 
ab 

bendo  — j St  fimiliter  quantitas  a3  f c \ 

i 

exhibebitur  ad  inftar  fra&ionis  > fi  pro  e* 

a 3 f c3 

fcriba tur  ■— ■ ■ - . 

i 

Sed  fi  quantitas  aliqua  integra  ad  fra- 
ctio- 
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Bionem  dati  nominis  reduci  debeat » id 
fiet  quoque  , ut  in  Arithmetica  vulgari: 
nimirum  multiplicando  datam  quanti- 
tatem per  datum  nomen  , |c  produdlo 
ipfum  datum  nomen  fubfcribendo  : qua 
ratione  » fi  quantitas  a reducenda  fit  ad 
fradlionem  , cujus  denominator  fitc,  fiet 
ac 

fra&io  — . j & fimilicerjfi  quantitas  m f n 
c 

reducenda  fit  ad  fradlionem » cujus  deno-* 

arn  f an 

minator  fit  a * fiet  fra&io - — . 

a 

Occurrunt  quandoque  fradiiones,  qua? 
ad  integras  quantitates  poliunt  revo- 
cari : unde  , qua  ratione  id  fieri  poflit» 
non  abs  re  erit  oftendere  . Id  itaque  fit, 
dividendo  numeratorem  fradfcionis  per 
denominatorem  j nam  fi  divifio  fieri  pofi. 
fit,  quotiens  hujus  divifionis  erit  quanti- 

, ac 

tas  integra  qusfita  . Ita  fi  fradUo  •—  ad 

c 

quantitatem  integram  fit  reducenda , di- 
vido numeratorem  ac  per  denominato- 
rem c ; & quia  divifio  fieri  poteft,  indeque 
oritur  quotiens  a , erit  a quantitas  inte- 
gra quadi  ta  . Et  eadem  ratione  erit  rn\n 
B 4 quan- 
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quantitas  integra  , ad  quam  reducitur 
ara  f an 

fra&io — . 

a 

In  calculo  fra&ionum  oportet  fa;pe  fe- 
pius  , duas  , plurefve  fradtiones  , quce  d!- 
verfos  habent  denominatores,  ad  eandem 
denominationem  reducere  . Illud  itaque 
obtinebitur  , fi  numerator  cujufque  fra- 
ctionis multiplicetur  per  denominatores 
aliarum,  & cuique  produdto  fubfcriba- 
tur  id , quod  ea  denominatorum  omnium 
multiplicatione  producitur  : qua  ratione 
a2  ra2 

fra&iones  • — , & — > redu£ta?  ad  eandem 


c n a2n 

* denominationem,  erunt  »—  , 

cn 

n2c 

Sc 

cn 

a 2 b2 

d2 

Et  fimiliter  fra&iones— . , — , 

— , fi  ad 

c m 

n 

eandem  denominationem  reducantur , 
a2xn n b2crt  d2cm 


cran  cmn  crati 
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I. 

'f 

Additio  Frottionum. 


ADditio  fractionum  duos  habet  ca- 
fus  ; vei  enim  fra&iones  addenda: 
funt  ejufdem  denominationis  , vel  deno- 
minationis diverfa? . In  primo  cafu  addi- 
tio fit  i conjungendo  fimul  numeratores 
fraCtionum, & fubfcribendo  fumma;  com- 
munem earum  denominatorem . In  fe- 
cundo autem  cafu  primb  quidem  ffaCUo-' 
nes  propofita;  reducenda:  funt  ad  eandem 
denominationem  » tum  addenda:  funt  II- 
mul,  ut  in  primo  cafu  . bc 

Hac  ratione  fumma  fradionum  — i 
bd  bc  ^ bd  a 

& — erit  — ■..i.n  .. . Et  ilmiliter  fumm* 

• a a 

bd  ac< — ad  bd  f ac— ad 

fraCiionum  — ■ . «erit— «■■■-■  « 

m m m ' 

Sed  fi  proponantur  in  unum  addenda: 
ab  bd  abra  bdc 

fraCtiones  — , , fumma  erit"  -j> 

c m cm. 

nano  reduCta:  ad  eandem  denominatio- 

' nem 
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abm  bdc 

nem  fiunt  — »—  > & ■■  . Pariterque 

cm  cm 

fi  in  unum  addi  debeant  fra&iones 
0*  b3—d3  a3m!j;b*c~d3c 

& 1 1 1 — ■>  fumma  erit 

c m cm 

quandoquidem  fi  ese  ad  eandem  denomi- 

a3m 

nationem  reducantur*  fient  >m  > % 
b3c~d2c  cm 


cm 

Quod  fi  conjungenda  fit  quantitas  in- 
eeg-a  cum  aliqua  fra&ione  j tunc  redu- 
cenda eft  primum  quantitas  ilia  integra 
ad  fractionem  ejufdem  nominis * deinde 
lacienda  eft  additio*  ut  in  cafu  primo. Ita 
fi  quantitati  integrae  a addenda  fit  fra- 
b 3 

ftio— reduco  quantitatem  integram 
c 

9 ad  fractionem  * cujus  denominator  fit 
C > quumque  jam  addenda?  fint  fimui  fra- 

ac  . b3 

ftiones  dua?  ejufdem  nominis  — » & — * 
acfb3  c c 

fiet  fumma  — — . . Similiter  * fi  quan- 
te 

i 


titatl 
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Citati  integra;  a f b addenda  fit  fraftio 
d1  ara  f braf  d* 

— t erit  fumma  - - 
w m 

II. 


S ubtr&to  Fractionum . 

SllbtradUo  fra&ionum  duos  edam  ca- 
Cas  habet;  vel  etenim  frafliones  pro- 
pofitae  funt  ejufdem  denominationis  » vel 
denominationis  diverfie  . In  primo  cafu 
• fubtra&io  fit»  fubducendo  ex  numerato- 
re unius  numeratorem  a! terius  ,&  refi- 
duo  denominatorum  communem  fubfcri- 
bendo  . In  fecundo  autem  cafu  primb 
quidem  fradtiones  propofme  reducenda 
lunt  ad  eandem  denominationem  > tum 
porro  facienda  fubtra<3io  , ut  ini  cafu, 
primo. 

Hac  ratione  id  » quod  remanet » fpb-» 

bc 

trahendo  ex  fra&ione  — fra&ionem 
bd  bc. — bd  a 

aliam  — , erit  — — — . Et  firailiter  id» 
a a 

quod  remanet > fubtrahendo  ex  fradlione 
b(l  ac  — . ad 

— fia<aionem  aliam  . , erit 
m m bd 
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bd—~  ac  f ad  'ab 

» — , , i.. . . Sed  , fi  ex  fr a&ione  — . 

m bd  c 

fubtrahi  debeat  fragio  — ,refiduum  erife 
abm  — bdc  m 

■  — ■■  j nam  redu&se  ad  eandem  de- 

<r»>  abm  bdc 

nominationem  fiunt  — — > & Pa« 

< cm  cm 

ea 

riterque » fi  ex  fra&ione  — - fubtrahi  de-^ 
b 3 ■ — .d-*  c 

beat  fra&io  ■■»*—<  > tefiduuum  fiet  • 
a3m--b3c!\d3c  m 

■ ■ - ■ — j quandoquidem  fi  eas  a d 

cnt 

eaudem  denominationem  . reducantux  i 
— d3c 

fient  ■ » & ■—  . ...i—  : 

cm  cm  ^ 

Quod  fi  ex  quantitate  integra  fuW 
trahenda  fit  fractio  aliqua  , vel  etiam  ex 
ffa&ione  aliqua  fubtrabenda  fit  quanti- 
tas integra  $ tunc  reducenda  eft  primum 
quantitas  ilia  integra  ad  fra&ionem  ejuf- 
de  nominis, deinde  facienda  eft  fubtraetio, 
ut  in  cafu  primo.  Ita, fi  ex  quantitate  ia- 

b3 

tegra  a fubtrahenda  fit  fra&io  — » redu- 

£ co 


V 
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co  quantitate  integram  a ad  fra&ionem, 
cujus  denominator  fit  c $ quumque  jam 
ac 

ex  fra&ione  — . fubtrahenda  fit  fra&io 
b2  c'  ac  — b 2 

— » fiet  refiduum  — ■ - . Similiter  fi 

c b 2 c ¥ 

ex  fra&ione — fubtrahenda  fit  quantitas 
c b2  — ac 

integra  (h  refiduum  orietur  — . 

1 c 

111. 


Multiplicatio  fra&ionum 

IN  multiplicatione  fractionum  duo 
funt  cafus  diftinguendi:aut  enim  fra-^ 
diio  per  fra&ionem,  aut  fra&io  per  quan- 
titatem integram  eft  multiplicanda. 

In  priori  cafu  multiplicandi  ad  invi- 
cem funt  fra&ionum  * tam  numeratores, 
quam  denominatores  j nam  qu;e  produ- 
cuntur, dabunt  refpective  numeratorem* 
denominatoremque  alterius  fradtionis  * 
qu  e produ&um  qutefitum  exhibebit:  qua 
ab 

• ratione  fra&io  — . , multiplicata  per  frat- 
bi  c ab2 i 

&ionem  — , producet  ■ ■ » j pariterque 

m £m  fra- 
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„ f fld 

fraftio  multiplicata  per  fra&ionem 
am  c 

, dabit  pto  produ&o  fra&ionem  aliam 

$ a3dw 

r* 

! 1 • 

at  ' 

In  fecundo  autAn  cafu  fcribatur  quan- 
titas integra  ad  inftar  fra&ionis  , ei  uni- 
tatem fubfcribendo  * & iam  quia  multi- 
plicandas ad  invicem  funt  dua;  fra&iones, 
fiet  rurfus  multiplicatio  , ut  in  cafu  pri- 
mo. Ita,fi  multiplicanda  fit  quantitas  in- 

ab  \ 

tegra  a per  fra&ionen>—  jfubfcribo  quan- 

c 

-titati  Integra;  a unitatem»  ut  ipfa  quoque 
formam  induat  fra&ionisjtum  quia  mni- 

a 

tiplicanda  eft  fra£Uo  — per  fra<5Uonem 
nb  i a3b 

—>fiet 'producum  fira&io  alia  — . 
c c 

Unde  patet » quod  ad  multiplicandam 
quantitatem  integram  per  fradlionem  ali— 
■quam  , fufficiat  multiplicare  quantita- 
tem integram  per  numeratorem  fra&io- 
nis , & produco  denominatorem  fubfcri- 
••  * be- 
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bete.  Ita  ad  multiplicandam  quantitatem 

ab  * 

integram  a per  fradionem  multiplico 

c 

primum  quantitatem  integram  a per  nu- 
mera torem^fcadion  is  ab , tum  produdo 
a-b  fubfcribe  denominatorem  c j entque 
a3b 

* — produdum  qujefitun»  . Similiter  ii 
c 

quantitas  integra  a f b multiplicari  de- 
c3 

beat  per  fradionem  ■ — > fiet  produdum 
ac3  f bc 3 ra 

" i quandoquidem  , multiplica- 

ra 

ta  quantitate  Integra  a f b per  numera- 
torem fradionis  c 3 , & produdo  ac3  f bc » 
fubfcrjpto  denominatore  m,  oritur  fra- 
ac3  f bc3 
dio  ...  ■ 1 . 
ta 

iy.  . * 

Dfaijlo  fraftionuml 

f N divifione  fradionum  tres  oportet 
X cafus  dillinguamus  . Primus  erit , 
quum  dividenda  eft  fradio  per  fradio- 

nenu 


C 


! 

1 
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nem  l Secundus  > quum  quantitas  integra 
per  fra&ionetn  dividenda  proponitur  . Et 
tertius*  quum  viciHim  fractio  per  quan- 
titatem integram  dividi  debet. 

In  primo  cafu  * in  quo  dividenda  eft 
fraftio  per  fra&ionem»  multiplicetur  nu- 
merator illius  per  denomin4torem  illius* 
& vicifllm  numerator  illius  per  denomi- 
matorem  illius  5 nam  produ&a  dabunt 
rcfpedi  ve  n umeratorem,denom  inatorem- 
que  alterius  fradtionis  * qua;  quotientem 
quxlltum  exhibebit.  Ita  fi  dividenda  fit 
ab  cd 

fraftio  — . per  fira&ionem  — * multiplice? 
» m 

primum  numeratorem  illius  ab  per  deno- 
xninatorem  illius  m ■,  deinde  multiplico 
viciflim  numeratorem  illius  cd  per  de- 
nominarorem  illius  n * denique  produ- 
flo  * ex  priori  multiplicatione  orto  * abm 
fubfcribo  produ&um  cdn » ortum  ex  mul- 
tiplicatione fecunda  * eritqus  fractio 
’ abm 

— — ■ quotiens  propofita;  divifionis. 
eda 

In  fecundo  cafu  * in  quo  quantitas  in- 
tegra per  fra&ionem  eft  dividenda  * feri- 
batur  quantitas  integra  ad  inllar  fractio- 
nis » ei  unitatem  fubfcri^endo  i 5c  jam 

au^ 


/ 
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quia  dividenda  eft  fradiio  per  fra&ionem» 
fiet  rurfus  divilio»  ut  in  cafu  primo  . ita» 
fi  dividenda  fit  quantitas  integra  a2  per 
rtm 

fraciianem  — » fubfcribo  quantitati  in- 
c 

tegra?  a3  unitatem»  ut  ipfa  quoque  in- 
duat formam  fradfcionis » tum  quia  divi? 

a2  mn 

denda  eft  fra&io  — per  fra&ionem  — — » 

1 a3c  c 

fiet  quotiens  divifionis  — — . 

ran  . 

Ex  quo  patet » ad  dividendam  quanti- 
tatem integram  per  fradUonem  fufficere» 
fi  multiplicetur  quantitas  integra  per 
denominacorem  fradiionis » & produdto 
numerator  fubfcribatur  . ita,  ad  dividen- 
dam quantitatem  integram  a 2 per  fra- 
n w 

diionem multiplico  primum  quan- 

..  c 

titatem  integram  a1  per  denominatorem 
fradUonis  c 5 deinde  produdio  a2c  fub- 
fcribo  numeratorem  mn  , erit  que  fradtio 
a2c 

■ ■■»■  — quotiens  propofitte  divifionis. 
mn 

Denique  in  tertio  cafu,  in  quo  vicif- 
C fim 
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fim  dividenda  eftfra&ioper  quantitatem 
integram  , fcrlbatur  fimiliter  quantitas 
integra  ad  inftar  fra&ionis,  ei  unitatem 
fubfcribendo  } quumque  jam  dividenda 
fit  fraftio  per  fra&ionem,  fiet  adhuc  divi- 
£o,  ut  in  cafu  primo.  Ita»  fi  dividenda  fit 
a3b 

fira&io  — per  quantitatem  integram  w, 
c 

fubfcribo  quantitati  integra*  m unitatem*, 
utipfa  quoque  fradionis  induat  formam» 

a3b 

tum  quia  dividenda  eft  fragio  — — per 
m c 

tfra&ionem  — .» fiet  quotiens  propofita?  di* 
i a3b 
vifionis  fraftio  alia  •*-—  . 

cm 

tlnde  patet » quod  ad  dividendam  fra- 
ftionem  per  quantitatem  integram  fuffi- 
ciat » fi  multiplicetur  denominator  fra- 
ftionis  per  ipfam  quantitatem  integram» 
& produ&utn  numeratori  fubfcribatur. 
a3b 

Ita, fi  fraftio  - dividenda  fit  per  quan- 

c 

titatem  integram  m , multiplico  primum 
denominatorem  fra&ionis  c per  quanti- 
tatem integram  m » deinde  produftum 


T- 
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cm  fubfcribo  numeratori  a2b  ; eritquc 

a-b 

fraftio  — — quotiens  propoiltse  divifionis# 
cm 

V.  . n 

fieduffio  fractionum  ad  minimos 
terminos. 


IN  calculo  fra&ionum  accidit  non- 
nunquam,ut  fractio  aliqua  quantita- 
tibus  #deb  compolitis  exprimatur  , ut 
commode,  non  mutato  ejus  valore»  quan- 
titatibus (implicioribus  exprimi  poirit  : 
unde  priuiquam  ex  calculo  fra&ionum 
ad  ulteriora  progrediamur  , ad  rem  etit, 
hic  breviter  oftendere»  quo  pa£ko  fradio- 
nes  ad  minimos  terminos  lint  reducen- 
da; . Hunc  in  linem  tradenda  prius  eft 
methodus , qua  inveniri  poflit  maxima 
communis  menfura  duarum  quantita- 
tum : qua  in  re  duos  cafus  oportet  diftin- 
guamus  . 

Nam  primh  , li  utraque  quantitatum, 
\el  una  ad  minimum  lit  limplex,  capian-» 
tur  littera; , qua;  lingulis  funt  commu- 
nes , & productum  ex  iis  erit  maxima 
communis  menfura  quiefita.  Ita, (i  quan- 
titates propofitae  iint  abcdt  k acrtr,  erit  ac 
e ‘ a magi- 


ri -m 
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maxima  earum  communis  menfura. Si- 
militer,fi  quantitates  propofita;  iint  abcdt 
& abd  f abm  ; erit  illarum  maxima  com- 
munis menfura  ab  . Atque  ita  quoque 
erit  am  maxima  menfura  communis 
quantitatum  abm  , & acm  f adm. 

Quod  fi  utraque  quantitatum  fit  com- 
pofita  } auferantur  primi)  littera?  fiAgulis 
utriufque  partibus  communes  , deinde 
fubducantur  quoque  littera; , qua;  in  fin- 
gulis  cujufque  partibus  reperiuntur  j de- 
nique dividatur  major  per  minorem  ; 3c 
fiquidem  divifio  fiat  exa&e  , erit  ipfa 
quantitas  minor  * per  litteras  fingulis 
utriufquepartibus  communes  multipli- 
cata, maxima  communis  menfura. 

Hoc  pafto  , fi  invenienda  fic  maxima 
communis  menfura  duarum  quantita- 
tum ab2c  ■—  ad3c  , Sc  abm  — adm  ■,  aufe- 
ro primum  litteram  a , qu x in  fingulis 
partibus  utriufque  quantitatis  exillit, 
earumque  una  fiet  b3c  ■ — d3c  , altera 
brn  — dm.  Deinde  ex  illa  deleo  quantita- 
tem cy  fingulis  ejus  partibus  communem* 
ex  ifta  aufero  quantitatem  m , qua;  in 
fingulis  ipfius  partibus  reperitur:  unde 
illa  evadet  b3  — d3  , h;ec  fiet  b — d.  De- 
niq  ue  divido  b 3 — - d2  per  b «—  d*  & quia 
divifio  fit  exa&e  » erit  maxima  menfura 
. com- 
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communis  quantitas  ab  — ad  » qua;  pro- 
ducitur » multiplicando  b — d per  a. 

Sed  fi  divisa  majori  per  minorem  , di-  , 
vifio  non  fiat  exa&e  » auferantur  ex  refi- 
ci uo  littera  , in  lingulis  ejus  partibus  exi» 
flentes » & minor  per  hoc  refiduum  divi- 
datur . Nam»  fi  ha?c  altera  divifio  prodibiC 
exadta  » erit  refiduum  illud  » per  litteras 
lingulis  utriufque  partibus  communes 
multiplicatum»maxima  communis  men- 
fura  . Sed  fi  neque  etiam  ha?c  altera  divi- 
fio exa&e  fieri  poilit  i auferantur  rurfus 
ex  reliduo  alterius  hujus  divifionis  litte- 
ra;,qure  in  lingulis  ejus  partibus  exiftuntj 
& divifo  reliduo  primo  per  fecundum» 
continuetur  ha?c  operatio  » ufque  donec 
nihil  in  divifione  remaneat. 

Hac  ratione»  fi  invenienda  fit  maxima 
Communis  menfura  quantitatum  m4  f 
2am3  -}•  a3m3  f abra3  f a3bra  » & ern 3 f 
2 acm3  f a3cm  j aufero  primum  litteram 
r/j,qua*  in  lingulis  utriufque  partibus 
exiftit  > & fiet  una  mi  f a am3  f a3m  f 
abm  f «2£»altera  cm3  f i acm  f .ti2c.Dein- 
de  » quia  ia  partibus  prima;  nihil  exiftit 
commune  » nihil  ex  iis  detfahi  debet » fed 
ex  partibus  fecunda;  detraho  litteram  c> 
qua;  in  omnibus  reperitur  : unde  fiet  m 3 
f zara  f a3 . Divido  porro  primam 
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tam3  f a3ra  f abm  f a3b  per  fecundam 
m 3 f iamj[  a3  , St  quia  di  villo  fieri  ne- 
quit exade  » fed  remanet  f abm  f a3b  , 
aufero  ex  hoc  refiduo  litteras  a , Sc  b%  qu;e 
in  ambabus  ejus  partibus  exidunt,ut 
fiat  m f a . Tum  divido  fecundam  m3  f* 
tam  f a3  per  hoc  refiduum  m f <J,quum- 
que  divido  prodeat  exada  j erit  maxi- 
ma communis  menfura  quantitas»?3^ 
<iw,qufe  producitur,  multiplicando  m ^ a 
per  litteram  m , qu;e  in  lingulis  utriuf- 
que  quantitatis  propodta?  partibus  exi- 
ftebat • 

Jam  tradita  methodo  Inveniendi  ma- 
ximam communem  meofuram  duarum 
quantitatum  } haud  difficile  modb  erit 
fra&iones  ad  minimos  terminos  reducere, 
quotiefcumque  id  fieri  poted.  inveniatur 
namque  maxima  communis  menfuta 
numeratoris , Sc  denominatoris  propofita* 
fra&ionis  , per  quam  tam  ille  * qu^m  ift® 
dividatur  i Sc  quoniam  utraque  divido 
perficitur  exadfe,  erunt  quotientes  refpe- 
&ive  numerator , Sc  denominator  novat 

abci 

fra&ionis:qua  ratione  fragio  --—muta-’ 

asm 

- : » bd 

bitnr  in  hanc  aliam  * fi  reducenda 
. ra  fir 
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fit  illa  ad  minimos  terminos  quando- 
quidem numeratoris  Abcd,  & denomi- 
natoris  aera  maxima  communis  menfura 

ab3c  •—  ad3c 

eft  ac  . Et  fimiliter  fragio-  ■— » 

[ abra — adra 

fi  reducatur  ad  minimos  terminos  > erit 
bc  *}■  dc 

. i fiquidem  numeratoris  ab3c  — 
m 

ad3c  , denoininatorifque  abra  — -adra  ma- 
xima communis  menfura,  juxta  regulam 
fuperius  traditam, eft  ab  — ad • 

C A p.  IV. 

>y  * . ' . " ? <■  * >5..*! 

Formatio  potcjlatum • ■ , 

Qllantitatis  proprietates  omnes  re- 
fpiciunt,vel  incrementum  ejus, vel 
ejufdem  decrementum  : unde  qua- 
tuor  circa  eam  inftituuntur  operationes* 
additio  , fubtra&io  » multiplicatio,  &r  di- 
vifio . Augeri  etenim  quantitas  aliqua 
poteft,  vel  ei  aliam  addendo*  vel  eandem 
accipiendo  toties,  quot  funt  partes  in  al^ 
tera.Et  eadein  ratione  poteft  aliqua  quan- 
titas miuui , vel  ex  ea  aliam  fubducend» 
C A ie- 
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femel»  vel  toties,  quoties  Ha?c  altera  in  il- 
la continetur  . Jam  , quo  pa&o  quatuor 
ifta?  operationes  inftituantur , tam  in 
quantitatibus  fimpiicibus,  & compolitis» 
qu-im  in  fra&ionibus,  five  quantitatibus 
fradlis  j ha&enus  explicuimus  . Sed  quo- 
niam ex  multiplicatione  duarum  , aut 
plurium  quantitatum  a?quaiiuin  oriun- 
tur producta  qua?dam  , qua?  poteftatum 
nomine  folent  infigniri  $ fequitur  proin- 
de, ut  poteftatum  harum  compofitionem* 
& refolutionem  tanti fper  contemplemur. 


Definitio , ordo , ac  gene  fi  i patefiat  urn. 

POteftatem  itaque  vocamus  id  , quod 
evadit  quantitas  aliqua  , quuin  fe- 
mel, aut  pluries  per  fe  iplam  multiplica- 
tur ■,  k dicimus  indicem  , five  exponen- 
tem poteftatis  numerum  illum»quiquan- 
titati  a tergo  adfcriptus  defignat  * quo- 
ties quantitas  illa  per  multiplicationem 
poni  debet.  Ita  quantitas  a3,  qua?  produ- 
citur, multiplicando  a femel  in  fe  ipfam» 
vocabitur  poteftas  ipfius  fl;ejufque  index» 
five  exponens  dicetur  numerus  2.  Etffi- 
militerj  quantitas  a* , qua?  producitur» 

mul- 
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multiplicando  a bis  in  fe  ipfam,  vocabi- 
tur poteftas  ejufdem  a*  fed  ejus  index»  li- 
ve exponens  erit  numerus  3. 

Ratione  hujus  indicis,  live  exponentis 
varia;  diftingui  po/Tunt  poteftates  . Dice- 
mus ilquidem  poteftatem  primam» cujus 
index  eft  unitas  * vocabimus  poteftatem 
fecundam  , cujus  index  eft  binarius  * at- 
que ita  quoque  poteftas  tertia  erit  illa  , 
cujus  index  eft  ternarius*  poteftas  quarta, 
qu;e  habet  quaternarium  pro  fuo  indice  * 
& fic  deinceps  in  infinitum  : qua  ratione 
a » live  ax  erit  prima  poteftas  ipfius  cr,  aat 
live  0 3 erit  poteftas  fecunda  * a 3 poteftas 
tertia  * a*  poteftas  quarta  $ atque  ita 
deinceps. 

Veteres  has  poteftates  propriis  fuis  no- 
minibus decorarunt  . Dixerunt  etenim 
primh  radicem  , live  latus  primam  pote- 
ftatem  * hoc  eft  ipfam  illam  quantitatem» 
qua;  per  multiplicationem  repetita  , ad 
fuperiores  evehitur  poteftates  . Deinde 
verb  vocarunt  ejus  lateris  quadratum» 
poteftatem  fecundam  * cubum, poteftatem 
tertiam  * quadrato-quadratum, poteftatem 
quartam  5 quadrato-cubum  , poteftatem 
quintam*  cubo-cubum  , poteftatem  fex- 
tam  * atque  ita  deinceps  . Sed  quoniam 
per  ha?c  nomina  non  adeb  clara  nobis 
• fubo- 
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fuboritur  pcteftatum  Harum  idea  ; fatius 
erit,  eas  fecundum  indices  ipfarummodo 
jam  dicio  a fe  mutuh  diftinguere. 

Jam  , quod  fpcdlat  ad  genefim  harum 
poteftatuin  ; ex  iis,  qu;e  modo  didla  funt, 
facile  quidem  ea  colligi  poteft  . Nam  (i 
,nulla  Hat  quantitatis  in  fe  ipfam  multi- 
plicatio , ftd  ipfa  quantitas  accipiatur, 
habebitur  poteftas  prima  ; ll  #ven\  quan- 
titas femcl  in  fe  ipfam  multiplicetur, 
habebitur  poteftas  fecunda;  fi  bis,  tertia; 
fi  ter, quarta  ; atque  ita  deinceps  : quocir- 
ca,ut  quantitas  aliqua  ad  poteftatem  dati 
nominis  elevetur , fatis  erit  toties  eam 
per  fe  ipfam  multiplicare  , quot  habet 
unitates  datum  nomen  , una  dempti. 

Hinc  , quum  multiplicatio  in  quanti- 
tatibus fimplicibus  nullam  difficultatem 
involvat,  facile  erit  ad  quamcuinque  po- 
teftatem eas  elevare.  Ita  quadratum,five 
fecunda  poteftas  quantitatis  ab  eft  aibi  ; 
quandoquidem  fi  quantitas  ab  femel  per 
feipfain  multiplicetur  , orietur  quantitas 
a3^3  . Pariterque  cubus  quantitatis  ac 
erit  a3c3  ; quandoquidem  fi  quantitas 
ac  bis  per  fe  ipfam  multiplicetur,  orietui: 
quantitas  a*c*.  Sed  quoniam  reiterata  ia 
quantitatibus  compofitis  multiplicatio 
nonnihil  difficultatis  tyronibus  faceffit, 

• alianj 
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aKam  proinde  piaret  hic  methodum  pro- 
ponere,pro  elevandis  quantitatibus  com- 
poiitis  ad  datam  quamcumque  potefta- 
tem  : quam  quidem  eo  lubentius  afferam, 
quia  exinHe  earundem  poteftatum  refo- 
lutio  nullo  negotio  deducitur.  Oritur 
namque  ea  methodus  ex  ipfa  earum  po- 
teftatum compofitione  : qua  proinde  co- 
gnita facile  Sc  ipfa  refolutio  innotefeet. 

I I. 


Elevatio  quantitatum  ai  quadratum  • 
five  fecundam  potejiatem . 

UT  igitur  quaelibet  quantitas  coni- 
polita  ad  quadratum  , five  fecun- 
dam poteftatem  multi»  facilius  elevetur» 
quam  eam  per  fe  ipfam  multiplicando  fe- 
mel  * fciendum  eft  prius  quadratum  ali— 
cujus  quantitatis  » qua;  duabus  ex  parti- 
bus coalefcit,  componi  ex  quadratis  par- 
tium , Sc  duplo  ejus  , quod  fit  ex  mutua 
earum  partium  multiplicatione:  id»  quod 
ipfius  multiplicationis  ope  quis  poterit 
experiri ; nam  » multiplicando  a ^ b per 
a f b*  producitur  a 3 f iaf>  f b*  : quod 
produdtuin  , ut  vides  , continet  quadrata 
partium  a » & b j duplumque  ejus  , quod 

pro- 
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producitur  , multiplicando  a per  b . 

Hoc  pofito  theoremate  , quod  geome- 
trice oftenditur  ab  Euclide  propofitione 
quarta  libri  fecundi  Elementorum  j faci- 
le modo  eric  quamcumque  compofitam 
quantitatem  ad  quadratum  elevare  . Nam 
primb,  fi  quantitas  illa  compofita  duabus 
tantum  partibus  conflet  ; fumenda  funt 
quadrata  earum  partium  » duplumque 
ejus  » quod  producitur  ex  mutua  earum 
partium  multiplicatione  . Quod  fi  verb 
quantitas  propofita  tribus  ex  partibus 
conflet  j confiderentur  priores  du«e  tam- 
quam una , & fimiliter  fumatur  quadra- 
tum tim  hujus,  quam  partis  alterius, 
uni  cum  duplo  ejus,  quod  producitur, 
multiplicando  priores  duas,  velut  unam 
coniideratas,  in  partem  tertiam  . Nec  ali- 
ter neri  debec,  fi  quantitas  oblata  conftec 
ex  quatuor  partibus  j nam  confideratis  uc 
una  prioribus  tribus  , fumenda  funt  qua- 
drata iftius,  5c  partis  quarta?*  quemadmo- 
dum & duplum  ejus, quod  oritur  ex  mul- 
tiplicatione primarum  trium  in  quar- 
tam « 

Ita, fi  quantitas  compofita  , ad  quadra- 
tum elevanda  , fit  a f b * fiet  quadratum 
a3  f 2 ab  f b3  . Sed  fi  ad  quadratum  ele- 
ganda fit  quantitas  a f b j Cj  fiat  primb 

qua- 
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quadratum  ex  duabus  prioribus  parti- 
bus , velut  una  confideratis,  a f b : id 
quod  erit  a 3 f zab  f b 3 i deinde  fumatur 
duplum  ejus  , quod  producitur  » multi- 
plicando eafdem  priores  partes  a f b per 
partem  tertiam  C\  id  quod  erit  2 ac  f 2 bc-, 
denique  fiat  quadratum  c3  ex  parte  ter- 
tia c : atque  hac  ratione  additis  in  unum 
omnibus  iftis  quantitatibus  * fiet  quadra- 
tum quantitatis  propofita?  a 3 f 2 ab  f b 3 
f 2 ac  2 bc  f c 3 . 

Quod  fi  ad  quadratum  fit  elevanda 
quantitas  a f b f c f d , qua?  quatuor  ex 
partibus  conftat  j fiat  primh  quadratum 
ex  primis  tribus  , tamquam  unica  confi- 
deratis,  a f b f c : quod  erit  a3  f 2 ab  f 
b3  f 2 ac  f zbc  f c3  } tum  fumatur  du- 
plum ejus,  quod  oritur  ex  multiplicatio- 
ne earundem  partium  a f b f c in  par- 
tem quartam  d : nimirum  zad  f zbd  f 
icd  ^ denique  fiat  quadratum  d3  ex  parte 
quarta  d : & additis  in  unum  omnibus 
iftis  quantitatibus, erit  quadratum  quan- 
titatis propofita;  a3  f zab  f b3  f zac  f 
zbc  f c3  f zad  f-  zbd  f zcd  f d3* 

Quoniam  autem  fieri  poteft  , ut  partes 
propofita?  quantitatis  figno  * — affician- 
tur j notetur  proinde  velim  quadrata 
ipfarum  partium  femper  quidem  affi,- 
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cienda  e/Te  ligno  f * quomodocumque 
partes  illse  fint  afTcdtru  ; at  verb  produfta 
alia  tunc  quidem  allici  debere  ligno  f , 
quum  amba*  partes,  ex  quarum  multipli- 
catione oriuntur  , eodem  ligno  funt  alFe- 
£la  . Ita  quadratum  ex  a — b erit  o3  — - 
'iab  f a3  ; & quadratum  ex  fl  — b ■—  c 
erit  a 3 ■—  Mtb  f b1  — 2 ac  f ibe  f c3  ; & 
quadratum  es  0 — b _ c f d erit  o3  — 
2 ab  f b*  — MIC  ibe  f c3  f 2 ad~—  ibi 
— icd  fi3:  id,quod  ex  ipfo  opere  mul- 
tipHcationis,fuperius  tradito, facili  nego- 
tio colligere  quis  poterit. 

Hinc  illud  inferre  licet  , quod  fi  nu- 
mero quadrato  a3  addatur  duplum  fu* 
radicis  ia , una  cum  unitate;  lumina  a 3 ■f 
'20  f 1 fit  etiam  numerus  quadratus  , cu- 
jus radix  unitate  una  fuperat  radicem  il- 
lius; quandoquidem, fi  fiat  quadratum  ex 
a f 1 , erit  illud  juxta  regulam  traditam 
o3  f 20  f 1 . Unde  modo  facile  erit  tabu- 
las componere , qua;  contineant  quadrata 
omnia  numerorum  naturalium  . Nam 
quadratum  unitatis  eft  etiam  1 ; cui  fi  ad- 
datur duplum  fua»  radicis  , hoc  eft  2,  unii 
cum  ipfa  unitate, fiet  4 quadratum  bina- 
rii; atque  huic  porro  addito  duplo  ipfius 
binarii  , hoc  eft  4 , una  cum  unitate,  ha- 
bebitur 9 pro  quadrato  ternarii  i ficque 
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folius  additionis  ope  aliorum  omnium 
numerorum  naturalium  quadrata  fuc- 
ceilive  invenientur . 

111. 

Elevatio  quantitatum  ad  cubum  ,fivt 
tertiam  potejhtem . 

Similiter,  ut  quadibet  quantitas  com- 
pofita  ad  cubum  , live  tertiam  pote- 
ftatem  multb  facilius  elevetur  , quJm 
eam  bis  per  fe  ipfam  multiplicandojfcien- 
dum  eft  prius , cubum  alicujus  quantita- 
tis , qua;  duabus  ex  partibus  coalefcit, 
componi  ex  cubis  partium  * ex  triplo 
ejus,  quod  oritur,  multiplicando  quadra- 
tum prima?  partis  in  alteram*  & ex  triplo 
ejus,  quod  nafeitur  , multiplicando  qua- 
dratum fecunda;  partis  in  primam  : id  , 
quod  ipllus  multiplicationis  ope  poteft 
oftendi : etenim  11  a f b bis  in  fe  ipfam 
multiplicetur,  producitur  o3  f \a2b  f 
lab*  f b 3 : quod  produ&umu»  ut  vides, 
continet  cubos  partium  a ,Sc  b * triplum 
ejus,  quod  producitur  , multiplicando  a2 
per  b * triplumque  ejus, quod  oritur,  mul- 
tiplicando b 3 per  a. 

Hoc  polito  theoremate  , quod  ad  inftar 

ejus. 
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ejus  , quod  continetur  in  propoGtione 
quarta  libri  fecundi  Elementorum  , geo- 
metrice pollet  odendi  * haud  difficile  mo- 
db  erit  , quamcumque  compotitam  quan- 
titatem ad  cubum  , live  tertiam  potefta- 
tem  elevare  . Nam  primb  fi  quantitas 
duabus  ex  partibus  conflet  * fumantur 
oportet  cubi  earum  partium  i triplum 
ejus , quod  oritur»  multiplicando  qua- 
dratum prima;  per  fecundam  j tripi um- 
que  ejus  , quod  producitur,  multiplican- 
do quadratum  fecunda;  per  primam  . At 
verb  fi  propofit»  quantitatis  tres  fuerint 
partes  ; confiderentur  dua;  priores  tam- 
quam una  , & fimiliter  fadlis  cubis  illius, 
& partis  tertia; , fumatur  porro  tam  tri- 
plum ejus  , quod  gignitur  > multiplican- 
do quadratum  ex  primis  duabus  in  par- 
tem tertiam,  quam  triplum  ejus  , quod 
oritur  , multiplicando  quadratum  partis 
terti»  in  priores  duas:  neque  aliter  fiet,  fi 
quantitas  compofita  ex  quatuor,aut  mul- 
tb  pluribus  partibus  condet. 

Ita,  fi  quantitas  compofita,  ad  cubum, 
five  tertiam  potedatem  elevanda 
b i erit  cubus  «3  f ^a3 b f jab3  f b 3.  Sed 
fi  ad  cubum  oporteat  elevare  quantita- 
tem a f b f c , qu»  tribus  ex  partibus 
condat  j fiat  primb  cubus  ex  duabus  pri- 
fi1»  mi* 
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mis  partibus  a f b , qui  erit  a?  f ga2b  *J* 
yab*  I*  hi  } tum  fumatur  triplum  ejus  , 
quod  oritur,  multiplicado  a3  f 2 ab  f b3* 
quadratum  duarum  primarum  partium 
a f £,in  partem  tertiam  c : nimirum  ga3c 
f Sabe  f %b3c,  porro  accipiatur  triplum 
ejus,  quod  producitur,  multiplicando  c3r 
quadratum  partis  tertia;  c, in- duas  priores 
a f b : fcilicet  gac3  f gbe3  $ & denique 
fiat  cubus  c3  ex  parte  tertia  c : qua  ra- 
tione , additis  in  unum  omnibus  illis 
quantitatibus  , fiet  cubus  quantitatis 
propofitce  a 3 f 3 a2b  f gab3  b*  f ga3c 

Sabe  f gb3c  f gac3  f gbe3  f c*. 

Quod  li  ad  cubum  elevanda  fit  quan- 
titas afbfcfd,  quae  quatuor  ex  par- 
tibus condat  i fiat  primb  ex  primis  tri- 
bus, tamquam  unica  confideratis,  a f b f* 
c cubus  a3  «J.  ^a3b  f gab3  f b*  f \a3c  ^ 
Sabe  f 3 b3c  f gac3  f gbc3  f c 3*  tum  fu- 
matur triplum  ejus,  quod  oritur  » multi- 
plicando a 3 f jab  f b3  f ia  c f ibe  f c3* 
quadratum  trium  primarum  partium 
a f b f c , in  partem  quartam  d : nimi- 
rum ga3d  6abd  f gb3d  «f  6acd  f Sbcd 
f-  gc3d  j porro  capiatur  triplum  ejus» 
quod  gignitur, multiplicando  d3, quadra- 
tum quarta?  partis  d,  in  tres  priores  a f b 
f c:  fcilicet  gad ^ gbd3  f ged3  j&  deni- 
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que  fiat  cubus  d 3 ex  parte  quarta  d: na  m 
additis  in  unum  omnibus  iftis  quantita- 
tibus » fiet  cubus  quantitatis  propofit* 
p3  f ja3bf  yab3  fb3f  ja3c  f babc 
%b3c  f 'tac3  f 3 bc J f f 3 f ?a3d  f 6abd 
f %b3d  f 6ti(d  Y 6bcd  f %c3d  jadJ  |* 
3 bd 1 f %cd3  f d 3. 

Quoniam  autem  fieri  poteft  , ut  partes 
propofita;  quantitatis  figno  — - affician- 
tur > proinde  notetur  velim  » cubos  ipfa- 
ruin  partium  afficiendos  efle  femper  eo- 
dem figno»  quo  ipfie  partesVfficiunturj 
produdla  verb  illa»  qua;  oriuntur  » multi- 
plicando quadratum  unius  partis  in  ali§» 
tunc  demum  afficienda  eife  figno  ■ — » 
quum  ha?calia  pars  figno* — afficitur  $ & 
denique  produ&a  illa, qua;  ex  trium  par- 
tium multiplicatione  oriuntur » afficien- 
da e/Te  figno  *-*  tunc  tantum  » quum  ea- 
Tuqt  partium  vel  unaqua;que,  vel  una 
tantummodo  afficitur  figno  — - : qua  ra- 
tione cubus  ex  a r—  b c erit  a3  « — 
3 a3b  Y iab3  . — ,b3~Ta3c  ^ Sabe — 3 b3c 
4 3 ac*  . 3 bc^  . — c3  : id  , quod 
multiplicationis  opere  abunde 
tur  . 

Jam  ex  di&is  illud  muuu  m uuunc- 
ilitm  » quod  fi  alicui  numero  cubo  a3  ad- 
datur primo  triplum  quadrati  fua;  radi- 
cis 
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cis  jrt-»  deinde  triplum  ipfius  radicis 
ac  denique  unicas , fumma  a 3 <}•  30-  f \a 
f 1 fit  etiam  uumerus  cubus  » cujus  ra- 
dix untiate  una  fuperat  radicem  illius* 
quandoquidem  fi  fiat  cubus  ex  a f 1 * erit 
ille  juxta  regulam  traditam  o3  f f 
f 1 : unde  modb  facile  erit , tabulas 
conftruere,  qua:  contineant  cubos  omnes 
numerorum  naturalium  : nam  cubus 
unitatis  eft  etiam  1 « cui  fi  addatur  tri- 
plum quadrati  fua:  radicis  5 1 iremqu“ 
triplum  ipfius  radicis  , quod  eft  fimil 
$,ac  denique  unitas,  fiet  8 cubus  bina- 
rii: atque  huic  porro  addito  quadrato  fua: 
radicis  triplicato  ia*itemque  triplo  ipfius 
radicis  6,  ac  denique  unitate,  fiet  27  cu- 
bus ternarii : neque  aliter  aliorum  om- 
nium numerorum  naturaiium  cubi  pote- 
runt fucccfiive  inveniri  . 


Elevatio  quantitatum  o,d  potejlatei 
fuperiores. 

NOn  difllmili  methodo  poterunt 
quantitates  compofita:  ad  quam- 
cumquealiam  poteftatem  altiorem  eleva- 
ri j nam  fatis  erit  ope  ipfius  multipli- 
D x ca- 
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cationis  femel  invenire  , ex  quibus  par- 
tibus componatur  poteftas  propofita  ali- 
cujus  quantitatis  , cujus  dua?  fint  par- 
tes 5 & eas  femper  partes  affumere  , quo. 
tiefcumque  aliqua  quantitas  ad  illam  po- 
teftatem  fit  elevanda  : confiderando  pri- 
mas omnes  tamquam  unam>quotiefcum- 
que  quantitas  propofita  ex  pluribus, 
quam  duabus  partibus , confiat.  • 

Hac  ratione , fi  quantitas  aliqua  ad 
quadrato-quadratum,  five  quartam  pote- 
ftatem  fit  elevanda  ; conlidero  prius  qua- 
drato-quadratum ex  quantitate  compofi- 
ta  a f b , qua?  duabus  partibus  confiat, 
efle  a*  f qaib  f f tyb?  f b*  $ at- 

que adeb  componi  ex  quadrato-quadratis 
ipfarum  partiuj  ex  quadruplo  ejus,  quod 
producitur,  multiplicando  cubum  primas 
per  fecundam  j ex  quadruplo  ejus  , quod 
oritur  , multiplicando  cubum  fecundas 
per  primam  j ac  denique  ex  fexcuplo  ejus, 
quod  nafcitur»  multiplicando  quadratum 
prima?  per  quadratum  fecunda?  s proinde- 
que  hujus  theorematis  ope  facile  erit, 
quamcumque  compofitam  quantitatem 
ad  quadrato-quadratum  elevare. 

Eadem  ratione  , fi  quantitas  aliqua  ad 
quadrato-cubum  » five  quintam  potefta- 
tem  fit  elevanda  ; confiderare  prius  opor- 
tet 
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tet,quadrato-cubum  6x  quantitate  a f b> 
cujus  duae  funt  partes  , efle  af  f sa*b  f 
loaib3  ■}■  10 a2b3  f fab*  f bf^stque  adeS 
componi  ex  quadrato-cubis  ipfarum  par- 
tium •,  ex  quintuplo  ejus  , quod  oritur* 
multiplicando  quadrato-quadratum  pri- 
mae in  fecundam  * eX  quintuplo  ejus» 
quod  fit » multiplicando  quadrato-qua- 
dratum fecundae  in  primam  ex  decuplo 
ejus  , quod  nafcltur  , multiplicando  cu- 
bum prima»  in  quadratum  fecundae  j aC 
denique  ex  decuplo  ejus  * quod  produci- 
tur » multiplicando  cubum  fecundae  in 
quadratum  primae  i quo  quidem  invento 
theoremate, facili  negotio  quaelibet  quan- 
titas compofita  ad  quadrato-cubum  ele- 
vabitur. 

Jam  his  inventis  theorematibus  , pote- 
runt & alia  ipfis  corre'pondentia  inveni- 
ri , quibus  facili  negotio  conftrui  poflenC 
tabula; , qua;  numerorum  omnium  natu- 
ralium quadrato-quadrata,  quadrato-cu- 
bos  Scc.cotinerent.Sic  ex  theoremate, qua- 
drato-quadrati  compolitionem  oftenden- 
te,  manifeftum  eft  , quod  fi  alicui  nume- 
ro quadraco-quadrato  a4  addatur  primb 
quadruplum  cubi  fuw  radicis  4 a?  , dein- 
de fextuplum  quadrati  ejufdem  radicis 
$u3  * porro  quadruplum  ipiius  radicis  4 a$ 
■}  'j  D 1 f»S 
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ac  denique  unitasf  Cumma  omnium  o4 
4(1*  f 6 a3  f 4«  f i fit  etiam  numerus 
quadrato-qtiadratus,  cujus  radix  fuperat 
unitate  una  radicem  iliius  ; quandoqui- 
dem fi  fiat  quadrato-quadracum  ex  a f r, 
erit  illud  juxta  theorema  fnperius  in- 
ventum a 4 4^3  ^ 6aa  f 40  f i : quare 

huic  inliftendo  theortmati,facile  erit  nu- 
merorum omnium  naturalium  quadra- 
to-quadrata  fuccelfive  inveni"e. 

Similiter  ex  theoremate,  quadrato-cu- 
bi  compofitionem  oftendente,perfpicuum 
eft , quod  fi  alicui  numero  quadrato-cubo 
a*  addatur  primo  quintuplum  quadra- 
tb-quadrati  fu*  radicis  fu*  , fecundi»  de- 
cuplum cubi  ejufdem  radicis  io o3,  tertib 
decuplum  quadrati  ejufdem  adhuc  radi- 
cis ioaa  ,quartb  ipfainet  radix  quin tu- 
plicata  jtj  , & denique  unitas  3 quod  in- 
quam fumma  omnium  af  f jtj4  f tc ai 
"f  ion-  f fa  f 1 fit  etiam  numerus  qua* 
■drato-cubus,  cujus  radix  unitate  una  fu- 
perat radicem  illius  ; quandoquidem  fi 
fiat  quadrato-cubus  ex  a f 1 > erit  ille 
juxta  theorema  fuperius  inventum aS  •j* 
ffl4  f ioff3  “f-  1 oa3  f fa  f 1 : unde  hu- 
jus canonis  beneficio  in  proclive  erit,nu- 
merorum  omnium  naturalium  quadra- 
to-cubos  fuccefiive  invenite. 

J CA* 
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C A P,  V. 

Extra# io  radicum. 

Ouemadmodum  quum  quantitas  all-» 
qua  femel*  aut  piuries  per  fe  ipfairi 
multiplicatuf  * id  quod  producitiir  * vo- 
catur poteftas  illius  quantitatis  5 ita  quo- 
que ipfa  illa  quantitas»  ex  cujus  reitera- 
ta  multiplicatione  poteftas  producitur* 
vocatur  radix  illius  poteftatis  * Et  rurfus* 
quemadmodum  poteftates  diftinguuntur 
in  ordines lecundum  indices  , Gve  expo- 
«frntes  ipfarum  j fta  quoque  radicesea- 
ruridem  poteftatum  * habita  illorurri  ex- 
ponentium ratione»  poliunt  idL  varioS  or- 
dines diftingui. 

Kimirum,ficuti  poteftas  prima  eft  illa* 
cujus  Index  eft  amitas  j poteftas  fetUnda* 
flve quadratum,  cujus  index  eft  numerus 
*bittar*us*poCeftas  tertla,(5ve  cubus,  cujus 
index  eft  numerus  ternarios  j atque  ita 
deineeps.Ita  quoque  dici  poteft  radix  pri- 
ma,qua;  refertur  ad  poteftate  primam-,  ra- 
dix fecunda  * Gve  quadrata  * qua?  refertu* 
ad  quadratuni»Gve  poteftatem  fecundam* 
radix  tertia*  Gve  cubica  * qu«  refertur  ad 
cubum»  Gve  poteftatem  tertiam*  atque  ita 
deinceps, 

p 4 M 
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Jam  radices  extrahere  ex  poteftatibus 
quantitatum  (impliciam  , Problema  eft» 
quod  nullam  difficultatem  involvit  . 
Nam>quemadmodum  quantitas  ab > mul- 
tiplicata femel  per  fe  ipfam  » producit 
quadratum  a3b3  ■>  fic  & radice  quadrata 
extra&a  ex  a3b3  , proveniet  rurfus  ipla 
quantitas  ab.  Et  infuper, quemadmodum 
quantitas  u£,bis  per  fe  ipfam  multiplica- 
ta,producit  cubum  a 3b3  ■,  ita  quoque ex- 
tradia  radice  cubica!  ex  a3b3 , orietur  rur- 
fus eadem  quantitas  ab  . Verumtamen 
quum  poteftates  plures  terminos  invol- 
vunt i atque  adeo  ad  quantitates  compo- 
fitas  referuntur  ? radicum  extradlio  non 
ita  facilis  deprehenditur  : quocirca  , ut 
methodum  eas  extrahendi  addifcant  tyro- 
nes  , prirnb  illam  experiemur  in  extra- 
dlione  radicis  quadratie,  deinde  in  extra- 
dtione  radicis  cubica;,  ac  denique  quo  pa- 
&o  extradlioni  aliarum  radicum  debeat 
appjicari,  breviter  oftendemus. 


* .*  'i.  , 

Extra&io  radicis  quadrat*'» 

■ * i • } .*  . • * * " * * - i **? 

UT  ex  quantitate  quantumlibet 
compofica  quadrata  radix  extrahar* 
v • i " tur* 


I 

I 
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tnr  , confideremus  oportet  radicem  illius 
quantitatis  duabus  ex  partibus  conftarej 
atque  adeb  in  poteftate  illa  contineri 
quadrata  earum  partium  * itemque  du- 
plum ejus » quod  producitur  ex  mutua 
earum  partium  multiplicatione  . Hinc 
enim  methodus  eam  extrahendi  talis 
erit . 

Nempe  primb  ex  termino  aliquo  , qui 
fit  quadratus  perfeftus,  eliciatur  quadra- 
ta radix  > fecundi»  pier  duplum  hujus  ra- 
dicis di  vidarltur  termini  omnes  , in  qui- 
bas eadem  radix  includitur  * tertii»  eidem 
radici  addatur  inventus  quotiens  fuis 
propriis  fignis  * & quarti»  demum  fiat  «e 
*cotafumma  quadratum, quod  fubducatue 
ex  quantitate  propofita  . Nam  fi  hac  fa- 
dafubdu&ione  contigerit  nihil  relinqui, 
indicio  erit,  quantitatem  propofitam  effe 
quadratum  perfedum , ejufque  radicem 
effe  fummam  illam  inventam*  fecus  veri» 
•fi  ex  ea  fubtra&ione  aliquid  fupererit:  fi- 
quidem  argumento  erit, quantitatem  pro- 
pofitam non  effe  quadratum  perfeftum, 
,fed  fubduceiidum  effe  ex  ea  refiduum  U- 
• lud , qub  quadratum  evadat. 

. Hac  ratione  , fi  queratur  quadrata  ra- 
dix quantitasis  a3  f 2 ab  f b3  , extraho 
primum  radicem  ex  af  quadrabo,  per  cu* 
-ir  jus 
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jus  duplum  za  divido  deinde  terminurrt 
•j \2aby\n  quo  illa  reperitur  j tum  quia 
quotiens  inventus  f b , additus  eidem  ra- 
dici a , dat  pro  fumma  a f b » cujus  qua- 
dratum a-  f lab  -J*  b3  * fubdudlum  ex 
quantitate  propofita»relinquit  nihiljcon- 
cludo  quantitatem  propolitam  ede  qua- 
dratum perfe&um  , ejufque  radicem  ede 
& b,  ' 

Eadem  ratione  > fi  proponatur  inve- 
nienda quadrata  radix  hujus  quantitatis 
a3  f zab  f.b3  ^~  zac  — ibc  f c3  ; ex- 
traho primum  radicem  ex  quadrato  a3i 
deinde  per  duplum  ejus  2 a divido  termi- 
nos f zrab  < — zac  » in  quibus  includitur 
radix  illa  ; Sc  quia  quotiens  hujus  divi- 
fionis  f b- — C , additus  radici  a 1 dat  pro 
fuinma  a f b ~ . c » cujus  quadratum  a 3 
f 2 ab  f b3  zac  — zbc  f c3  » fub  lu- 
dium  ex  quantitate  propofita  , dat  nihil 
pro  refiduo  ; concludendum  eft  » quanti- 
tatem propolitam  quadratum  efle  perfe- 
dlum»  ejufque  radicem  efle  a f b c* 
Qnod  fi  autem  extrahenda  proponatur 
quadrata  radix  ex  a3  f 2 ab  f b3  — . zac9 
elicio  fimiliter  radicem  ex  quadrato  a3# 
per  cujus  duplum  2 a divido  quoque  ter- 
minos f zab . — . 2 ac  t in  quibua  illa  re- 
pemur. 3ed  quoniam  quotiens  hujus  di- 

4±::  ' Vl- 
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vlfionis  f b — c additus  radici  a dat  pro 
fumma  a ^ b — C-> cujus  quadratumifub. 
tra£\um  ex  quantitate  propolica  » dat  pro 
reliduo  f 2 bc~~c3  * concludo  quantita- 
tem illam  non  ede  Quadratum  perfe- 
rum * fed  fieri  talem  » fi  ex  ea  fubducai 
tur  refiduum  iftud  f zbc 


S1  Imiliter»  ut  ex  quantitate  quantum- 
\ libet  compofita  radix  cubica  elicia- 
tur » confiderare  oportet  radicem  illius 
quantitatis  » velut  compofitam  ex  dua- 
bus partibus  j atque  adeb  quantitatem 
ipfam  continere  cubos  earum  partium  » 
triplum  ejus»  quodoritur , multiplicando 
quadratum  prima;  per  fecundam  » tri- 
plumque  ejus»  quod  gignitur  1 multipli- 
cando quadratum  fecunda;  per  primam. 
Hinc  enim  methodus  radicem  illam 
eruendi  talis  erit . 

Nempe  primb  ex  termino  aliquo  » qui 
{ k oubus  perferus  » eliciatur  radix  Cubi- 
CS  i fecundb  per  triplum  quadrati  hujus 
sadicis  dividantur  termini  nnr\nes  , in 
quibus  quadratum  illud  reperitur  j terdb 
: j quo- 
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quotiens  inventus  propriis  fuls  (ignis 
adjungatur  eidem  radici  » ac  denique  fiat 
cubus  ex  tota  fumma  » qui  fubducatur 
ex  quantitate  propofita  . Nam  (i  liac  fa- 
6ta  fubdudtione  nihil  relinquetur»  indi- 
cio erit  quantitatem  propolitam  efle  cu- 
bum perferum  » ejufque  radicem  efle 
fummam  illam  inventam  » fecus  verb  • (I 
«x  ea  fubdu&ionealiquidfupereritjquan- 
doquidem  argumento  erit  , quantitatem 
propolitam  non  efle  cubum  perfedtum» 
fed  talem  evadere » li  ex  ea  reliduum  il- 
lud fubducatur. 

Hoc  pa&o  , li  qureratur  radix  cubica 
quantitatis  hujus  a 3 f ^a3b  f jab3  f 
b 3$  extraho  primum  radicem  ex  cubo  «3» 
per  cujus  quadrati  triplum  3 a 3 divido 
deinde  terminum  %a2b  » in  quo  quadra- 
tum ili^id  repcriturj  tum  quia  quotiens 
inventus  f b additus  radici  a»  dat  pro 
fumma  a f bt  cujus  cubus «3  f j a3b  f 
jab3  f b3  t fubdudlus  ex  quantitate  pro- 
pofica,  relinquit  nihil ; concludo  quanti- 
tatem propolitam  efle  cubum  perlectum* 
ejufque  radicem  efle  a f b. 

Similiterfli  proponatur  invenienda  ra- 
dix cubica  hujus  quantitatis  a*  f ^a3b 

iab3  «J»  bi  — 5 a3c  6abc  — 

2<k*  f — -e*  i extraho  primum  ra- 

di- 

/ * * * 
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dicem  cubicam  ex  cubo  a3  , deinde  pec 
triplum  fui  quadrati  %a3  divido  termi» 
nos  f ia3b  — %a3c  , in  quibus  quadra- 
tum illud  continetur  j & quoniam  quo- 
tiens hujus  divifionis  f £ — c additus 
radici  a dat  pro  fumma  a f b — . c , cujus 
cubus  a3  f ^a3b  f 3 ab 3 f b 3 — — • 

6abc  — . f gflc3  f ^bc3  — c3,  fub- 

du6lus  ex  quantitate  propofita  , dat  nihil 
pro  refiduo  ; cohcludendum  eft  , quanti- 
tatem propofitam  efle  cubum  perfe&um» 
cjufque  radicem  efle  a f b*- .c» 

Verumtamen  fi  extrahenda  propona- 
tur radix  cubica  ex  quantitate  a*  f 
3 a3b  f jab3  fb 3 __  %a3c  f ^ac3  ; elicio 
fimiliter  radicem  ex  cuho  <j3  , per  cujus 
quadrati  triplum  %a3  divido  quoque  ter. 
minos  f ->a3b — ga3ct  in  quibus  qua- 
dratum illud  xeperitur.  Sed  quoniam 
quotiens  hujus  divifionis  f £■—  c , addi- 
tus radjci  a » dat  pro  fumma  a f b — . c * 
cujus  cubns  a3  ^a3b\  \ab3  fb3  — - 
%a3c  — Sabe  — 3 b3c  f ]ae3  f 3 bc 3 — 
c3,fubtraclus  ex  quantitate  propofita,dat 
pro  refiduo  <jp  f %b3c  — gfo3  f c 3, 
concludo  quantitatem  illam  non  efle  cu- 
bum perfe&um  » fed  talem  fieri » /4  refi- 
duum  illud  ex  ea  fubducatur* 
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III. 

Extrario  aliarum  radicum. 


QUod  ad  aliarum  radicum  attinet 
extra&ionem  , methodus  generalis 
ha;c*ft  • Primb  ex  termino  aliquo, 
qui  eam  contineat  poteftatem  , de  qua 
agitur  , eliciatur  quatfita  radix.  Secundb 
radix  ifta  elevetur  ad  poteftatem,  qua;  fit 
una  dimenfione  minor  poteftate  illa,  ad 
quam  prius  erat  eve&a  • Tertib  fumatur 
toties  ifta  poteftas  , quot  funt  unitates  in 
Indice  illius, ad  quamfua  radix  erat  prius 
elevata  . Quartb  per  hunc  ejus  poteftatis 
indicem  dividantur  omnes  illi  termini  , 
in  quibus  eadem  illa  poteftas  reperitur. 
Quintb  quotiens  hujus  divifionis  adda- 
tur propriis  fuis  fignis  inventa;  radici.  Et 
fextb  demum  fiat  ex  tota  fumma  poteftas, 
dequa  agitur  , eademque  fubducatur  ex 
quantitate  propofita  r Nam  r fi  hac  facia 
fubtra&ione  nihil  remaneat,  erit  quanti- 
tas propofita  poteftas  perfe&a  , ejufque 
radix  erit  fumma  inventa  , fecus  verb  fi 
aliquid  fuperfit : quandoquidem  id  indi- 
cabit, quantitatem  propofitam  non  effe 
perferam  poteftatem»  fed  talem  evade- 
• : ‘re, 
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re,  fi  ex  ea  refiduum  illud  fubducatur. 

Hac  ratione , fi  extrahenda  fit  radix 
quarta,  five  quadrato-quadrata  ex  quan- 
titate a 4 f f 6a3b3  I 40^3  f b4  f 

extraho  primum  radicem  ex  quadrato- 
quadrato  0 * , deinde  per  quadruplum  fui 
rubi  403  divido  terminum  4 03^  , in  quo 
cubus  ille  reperitur  5 & quoniam  quo- 
tiens hujus  divifionis  f b , additus  radici 
l, dat  pro  fumma  quantitatem  a f b,  cu- 
jus quadrato-quadratum  a4  f 40 3 £ j* 
6a3b3  f 40^3  j-  b4,  fubduftum  ex  quan- 
titate propofita  , relinquit  zero  , five  ni- 
hil j concludo  quantitatem  illam  ef- 
fe  quadrato-quadratum  perfedlum  , ejuf- 
que  radicem  efle  fummam  illam  inven- 
tam a f b. 

Sed  fi  radix  quarta,  five  quadrato-qua- 
drata  extrahenda  fit  ex  quantitate  a4  — . 

^alb  — - 40^3  f b4  , elicjo  fimiliter  radi- 
cem ex  quadrato-quadrato  a4  , per  cujus 
cubi  quadruplum  40 3 divido  quoque 
termiqum  •— t 4<j3£  , in  quo  cubus  ille  re- 
peritur . Verumtamen,  quia  ex  hac  divi- 
fione  oritur  quotiens  — £,qoi  additus 
radici  a dat  pro  fumma  a b,  cujus 
quadrato-quadratum  a 4 —4 a3b  f 6a3b * 

> — 1 4 ab3  f b4 , fubtra&um  ex  quantitate 
propofita  ( dat  pro  refiduo  — 6v*b3jcon‘- 
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eludendum  eft,  quantitatem  illam  non. 
efle  perfe&um  quadrato-quadratum  ■,  fed 
fieri  talem  , fi  refiduum  illud  ex  ea  fub- 
trahatur. 

Eadem  ratione  , fi  extrahenda  fit  radix 
quinta  » five  quadrato-cubica  ex  quanti- 
tate as  f f loa^b2  f io a3b3  ffab4 
jf  bs  elicio  primum  radicem  ex  qua- 
drato-cubo  as » deinde  per  quintuplum 
fui  quadrato-quadrati  f a4  divido  termi- 
num f fa4bt  in  quo  illud  quadrato-qua- 
dratum reperitur$&  quoniam  quotiente 
hujus  divifionis  f b addito  radici  a » ha- 
betur pro  fumma  quantitas  a f b , cujus 
quadrato-cubus  as  f f a4b  f io a^b3  f 
ioa3b3  f ?ab4  f bs  fubdu&us  ex  quan- 
titate propofita  dat  nihil  pro  refiduojeon- 
cludo  quantitatem  illam  efle  quadrato- 
cubum  perfe&um  ■>  ejufque  radicem  efle 
fummam  illam  inventam  a f b. 

Vefumtamen , fi  elicienda  fit  radix 
quinta  ? five  quadrato-cubica  ex  quanti- 
tate as  • — j a4b  — ioaib'3 . — ,Js  $ ex- 
traho fimiliter  radicem  ex  quadrato-cu- 
bo  cr,  perque  quintuplum  fui  quadrato- 
quadrati  fO4  divido  quoque  terminum— 
$a4b  , in  quo  illud  quadrato-quadratum 
feperitur  . Sed  quoniam  quotiente  hujus 
divifioois  «m  b addico  radici  a > habetur 

pro 
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pro  fumma  quantitas  a — - b , cujus  qua» 
drato-cubus  «r  — j -a4b  f io a*b3  — » 
xoa3b3  -f-  fab4—b f fiquidem  fubtraha- 
tur  ex  quantitate  propofita  , relinquitur 
— loaib 3 — - <;ab 4 —dsfbs^  concluden- 
dum eft,  quantitatem  illam  non  efle  qua» 
drato-cubum  perferum  , fed  talem  fieri» 
fi  ex  ea  refiduum  iftnd  fubducatur. 


Extra&io  radicum  ex  fra&ionibus. 

AD  poteftates  elevari  poflunt  non 
modb  quantitates  Integra;  , verum 
etiam  fradhe,  fi  ve  fraftiones:  unde  quum 
de  extra&ione  radicum  ex  poteftatibus 
quantitatum  integrarum  a&um  fuerit 
huc  ufque  ; fequitur»  ut  breviter  offenda- 
mus» quo  pa&o  extrahi  poilint  radices  ex 
poteftatibus  fra&ionum. 

Et  quidem  quemadmodum  innotuit 
nobis  methodus  extrahendi  radices  ex  po- 
teftatibus quantitatum  integrarum » co- 
gnita ratione  » qua  ipfa;  quantitates  inte- 
gra ad  poteftates  elevantur  » ita  non  me- 
lius intelligi  poterit » quo  pa&o  ex  pote, 
fiatibus  fradionum  radices  extrahantur. 


quim  intellego  prius , qua  ratione  ipfae 

£ fra. 
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frafliones  ad  poteftates  evehuntur. 

Itaque  elevantur  fraftiones  ad  datam 
quamcumque  poteftatem  ,fi  attollStur  ad 
poteftatem  illam  tam  numeratores» quAn» 
penominatores  fradUonum  > & ex  iis  no* 
yx  fra&iones  conftituantur  . Ita  fraftio 
ab  f aa 

— , 13  ad  quadratum  debeat  ele* 

r»f  n 

a3b 3 f 2a*bc  f a>c* 

vari, fiet  i h ■ .i - j nam 
i»3  f 2 mn  ■J' 

quadratum  numeratoris  ab  f ac  eft  a3b* 
f 2 a3bc  f a3c 3 » & quadratum  denomi- 
natoris  m f n eft  m*  f %mn  f n 3 . Pari- 
afc 

terque  fragio  — ad  cubum  elevat» 
m f n 

a*  f ?a3cf  ;oc3  fc? 
evadet ...  «m.  i . quando^ 

f»?  f irn3rt  f imn3  f «3 
quidem  cubus  numeratoris  a f c eft  a 3 >J 
%a3c  f %ac*  f (3 , cqbus  veri»  denomina* 
tpris  m f n eft  m3  f 5 m3n  f yrnn3  f n 3. 

Hinc  viciffim  extrahitur  quacumque 
radix  ex  qualibet  data  fra^ione , fi  ex- 
trahatur illa  tam  ex  numeratore  » quUm 
ex  denominatore  fra£Uonis,  & ex  iis  nov» 
fragio  coaftituatur  . Ita  radix  quadrata 

fra* 


fra&ionis 


doquidem  quadrata  radix  numeratoris 
a3  f i ab  f b3  eft  a f b , & quadrata  ra- 
dix denominatoris  c 3 eft  c.  Pariterque 

a3f^a3cf^ac3fc3 
radix  cubica  fra&ionis  — 

a f c 27tn3 

cft  ■ - i quandoquidem  cubica  radix 


numeratoris  a3  f 3 a3c  «f  %ac3  f c3 
fl  f c , Bc  cubica  radix  denominatoris 
27m3  eft  qra. 

Sed  interdum  * ut  radices  ex  fra&ionU 
bus  extrahi  pofiint*  oportet  prius  fra&io- 
nes  illas  ad  minimos  terminos  reducere. 
4 ab 3 

Ita  ex  fra&ione  — - quadrata  radix  ex^ 

ac3 

trahi  nequit « quippe  qu»  nec  ex  nume- 
ratore ^ab3i  nec  ex  denominatore  ac3  ex- 
trahi poteft  . Sed  fi  ea  ad  minimos  cerinis 
nos  reducatur  , facile  erit  * ex  ipfa  qua- 
dratam radicem  elicere  5 nam  quum  fiat 


» erit  ejus  quadrata  radix 


militer  ex  fra&ione  — — > his  termini 

ac  3 

exprefla,  radix  cubica  extrahi  non  potefl 
fed  quia  redufta  ad  fimpliciorem  fuan 
8 b* 

expreffionem  fit  — » invenietur  pro  eju 

C 3 ib 

radice  cubica  fra&io  alia  — . 

c 
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Getiejis  quantitatum  incommenfu- 
rabilium . 


VUlgb  dua;  quantitatum  fpecies  di- 
ftingui  folentj  quarum  alia;  dicun- 
tur quantitates  commenfurabiles  » five 
rationales  j alia;  quantitates  incommen- 
furabiles  > five  irrationales  . Has 'duas 
quantitatum  fpecies  confiderarunt  hafte- 
nus  Mathematici  in  Arithmetica  tan- 
tummodo * ubi  quantitates  per  numeros 
defignantur  : quem  in  finem  vocarunt 
quantitates  commenfurabiles  , five  arith- 
metice rationales  * qua;  numeris  pofsune 
defignari  * vocarunt  verb  quantitates  in- 
commenfurabiles  , five  arithmetice  irra- 
u r tio- 
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tibnales , qua?  nullis  numeris  exprimi 
poliunt. 

Sed  nihil  obdat  , quominus  eandem 
quanti-atum  dilhndionein  confideremus 
- etiam  in  Geometria  . Qyemadmodum 
etenim  quantitates  in  Arithmetica  per 
numeros , ita  & in  Geometria  per  longi- 
tudines redarum  defi?nantur : unde  ficu- 
*»» 

ti  dicuntur  arithmetice  rationales  , quas 
numeris  poliunt  defignari } Sc  arithmeti- 
ce irrationales, qua?  nullis  numeris  expri- 
mi queunt  s ita  quoque  dicenda;  fune 
geometrice  rationales  , qua?  per  longitu- 
dines redarum  exprimi  poflunt , Sc  geo- 
metrice irrationales  , quce  nullis  pofiunC 
xedis  lineis  definiri. 

Atque  hac  quantitatum  tum  in  Arith- 
metica , cum  in  Geometria  admifia  di- 
ftindione  > jam  Problemata  omnia  ma- 
thematica in  tria  poterunt  fumma  gene- 
ra difpefci.  Unum  namque  erit  eorum, in 
quibus  quantitates  quadit»;  numeris  pe- 
rinde ac  lineis  redis  defignantur  * qualia 
(unt  illa,  qua?  vulgb  fimplicia,  five  arith- 
metica dicuntur  . Alterum  illorum  , ia 
quibus  quantitates  quadita:  non  quidem 
ullis  numeris  , fed  per  folas  lineas  redas 
exprimuntur.  Et  tertium  denique  Pro- 
blemata ili»  comprehendet»  in  quibus 
E |,  £[uar-j 
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qua:fita?  quantitates  neque  ullis  numeris, 
neque  ullis  reftis  lineis  polfunt  defigna- 
ri . 

Jam  unde  fiat»  ut  in  Geometria  quas- 
dam quantitates  fint  geometrice  ratio- 
nales, quasdam  geometrice  irrationales* 
alibi , quum  dabitur  occafio,  oftendemus. 
Hic  tStum  genefim  quantitatum  incom- 
menfurabiliuin  , quatenus conliderantur 
in  Arithmetica»  aperire  nobis  eft  animus. 
Itaque  oriuntur  hujufmodl  quantitates, 
quum  radicein  oportet  extrahere  ex  quS- 
titate  aliqua,  quae  nequaquam  fit  poteftas 
perfe&a  . Nam  fi  velim  , exempli  gratia, 
extrahere  quadratam  radicem  ex  numero 
ic,  quia  nullus  numerus  inveniri  poteft, 
qui  du&us  femel  in  fe  ipfum  producat 
io  , jam  quwfita  radix  nullo  poterit  nu- 
mero defignari:  proindeque  quantitas  erit 
Incommenfurabilis  ,five  arithmetice  ir- 
rationalis . 

Sed  ex  eodem  fonte  oriuntur  etiam 
quantitates  incommenfurabiles  in  Alge- 
bra  , ubi  magnitudines  non  numeris,  fed 
alphabeticis  litteris  defignantur  . Nam  fi 
quasratur  quadrata  radix  quantitatis  ab, 
jam  nulla  erit  quantitas  fic  exprimibilis, 
ut  dudta  femel  in  fe  ipfam  producat  abx 
quocirca  in  Algebra  quadrata  radix 

quau« 
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quantitatis  ab  non  minus  eft  quantitas 
incommenfurabilis  * qu*m  quadrata  ra- 
dix numeri  io  in  Arithmet.ca . Et  ob 
eandem  rationem  . non  mirius  er^  quaa- 
titas  incommenfnrabUis  «1  Algeb»  ra- 
di* cubica  qaantitatis  abc  , quam  m A* 
rithmetica  radix  cubica  numen 

Caeterurrt  , quum  ex  aliqua  quantitate 
radix  extrahi  non  poteft,defigna^ur  com- . 
muniter  illa  pnefigedo  quanticau  « 
iftud  ^ quod  hac  de  caufa  fignu  «du.aUs 
aopellatur.  Ufurpatur  autem  talefignUnl 

ad  defignandam  quamCumqyadicemdi 

oaen“amPa(iponiret  communita  ligno 

&e,«I.”u£ru. , qui  cll  Inda  , <£«; 

ponens  poteftatis  , de  qua  agi»  . -3*  v/ 

quam  mos  invaluerit  i ut  qaottefuimque 
alicui  quantitati  limplicit«  fignttm  ta, 
S apponitur  , de  quadrata  rad.ce 
intelligi  debeat  . Vetumtamen , quta 
quantuates  incommenCurabdes  conbde- 

Situ..-j-5-SSC 

q,ett  ut  melius  intelhgatur  . eanlben^ 
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da  eft  prius  idea  pauli»  generalior  po- 

teftatum. 

* /S  . toramdn.A  c*  01  Ix^aon  juU 

C A P.  VI. 

»•  * /»  >«n ,»<*»•/.>_ ‘'fflftiyjfti  l i .!  < 

Potejlatam  idea  generalior  exhibetur • 

POteftatem  fuperius  appellavimus  id» 
quod  producitur  , quum  quantitas 
aliqua  femel  » aut  pluries  per  fe  ipfam 
multiplicatur  $ & indicem*  five  exponen- 
tem poteftatis  diximus  numerum  illum» 
adfcriptum  ii  tergo  quantitati  *qui  defi- 
gnac  * quoties  quantitas  iila  per  multipli- 
cationem poni  debet.  Jam»ut  ha;c  potefta- 
tum  idea  generalior  reddatur  , vocabimus 
in  pofterum  poteftatein  omnem  quanti- 
tatem * cui  a tergo  numerus  aliquis  fie 
adfcriptus  ■,  & fimiliter  dicemus  exponen- 
tem * five  indicem  poteftatis  numerum 
illum  * quem  quantitas  adfcriptum  ha- 
bet a tergo  : qua  ratione  non  minus  di- 
cenda erit  poteftas,  cujus  exponens  eft 
numerus  integer  > quam  illa  » cujus  ex- 
ponens eft  numerus  fraftus  ; & fimiliter 
non  magis  merebitur  nomen  poteftatis» 
qua;  habet  pro  fuo  indice  numerum  pofi- 
tivumjquam  qua;  pro  exponente  habeC 
numerum  negativum  . 

HaC 
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Hac  poteftatum  idea  generaliori  fup- 
pofita  , perfpicuum  eft  , poteftates  omnes 
bifariam  dividi  pofll-  ; primb  nempe  in 
pofitivas  , SC  negativas;  fecundb  in  perfe- 
Ctas,  Sc  imperfeCtas  . Quas  etenim  expo- 
nentes habent  pofitivos  , poteftates  erunt 
pofitivse  ; qua?  vero  negativos,  negativae. 
Et  fimiliter  poteftates  illie  , quarum  ex- 
ponentes funt  numeri  integri , dici  pote- 
runt poteftates  perfeCta?; ea?  verb,  quarum 
exponentes  funt  numeri  fracti , poteftates 
imperfeCEe  poterunt  appellari.  Sic  a-,  fl3t 
a*  erunt  poteftates  pofitiva?  perfe&a: ; Sc 
x 1 n 

a s , a 3 , a 4 erunt  poteftates  pofitivas 
2 —3  —4 

imperfecta?.  Sed  a , a , a erunt pote- 

flates  perfeCta?  negativa?;&  a 3 , a 3 , a \ 
erunt  poteftates  negativa?  imperfe&e.Ca?- 
terum,ut  harum  omnium  poteftatum  na- 
tura melius  intelligatur  ; explicanda  eft 
prius  natura  progreliionis  arithmetica?,  SC 
geometrica; ; itemque  analogia  eft  often- 
denda  , qua?  inter  utramque  progreffio- 
nem  intercedit. 


& 
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Ve  nature  progrejfionis  arit/smeticat 
& geometrica, 

Ollantitates  comparari  poliunt  inter 
fe  mutub  duplici  quidem  ratione; 
primb  nempe  ratione  exceflus  , vel 
defe£lus;  Sc  fecundh  ratione  continentia;. 
Conferuntur  du*  quantitates  ratione  fcx- 
celTus  ♦ vei  defe£tus ; quum  queritur* 
quantum  una  excedit  alteram  , vel  ab  al- 
tera deficit . Conferuntur  ratione  conti- 
nenti* > quum  quseritur*  quoties  una 
continet  alteram  * vei  in  altera  contine- 
tur. 

Quocumque  ex  his  modis  du*  quanti- 
tates inter  fe  mutub  conferantur  » femper 
ipfa  quancitatumcomparatio  rationis  vo- 
cabulo defignatur  . Sed  propter  duplicem' 
modum  » quo  conferri  poflunt  quantita- 
tes inter  fe  mutub  , duplex  etiam  difiin- 
guitur  fpecies  rationis  ; & una»  qu*  dici- 
tur Arithmetica,  quantitates  comparat 
ratione  exceflus,  vel  defe&usj  altera,  qu* 
dicitur  geometrica  , confert  quantitates 
ratione  continentia; . 

Proportio  autem  eft  duarum  rationum 
w-  “ sequa- 
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aequalitas  tunde  quatuor  quantitates  di- 
cuntur proportionales,  quum  ratio  inter 
primam  , & fecundam  atqualis  eft  rationi 
inter  tertiam,  & quartam.  Sed  & ipfa  pro- 
portio alia  eft  arithmeticaj  alia  geometri- 
ca : nam  «qualitas  duarum  rationum 
arithmeticarum  vocatur  proportio  arith- 
metica, «qualitas  verb  duarum  rationum 
geometricarum  proportio  geometrica  ap- 
pellatur . 

Jam  proportionis  arithmeti 
eft  accidens  pnecipuum  , ut  fumma  ex- 
tremorum aequalis  fit  fumma:  mediorum. 
Si  etenim  a fit  primus  terminus  progref- 
fionis  arithmetic®,  Sc  c terminus  tertius:  • 
pofito } quod  b fitexcefius  , quo  fecundus 
fuperat  primum  , Sc  quartus  fuperat  ter- 
tium * erit  a f b fecundus  terminus,  Sc 
c f b terminus  quartus  : unde  quum  a» 
a f bt  c,c  f b fint  quatuor  termini  pro- 
portionis arithmeticae,  liquet  fummam 
extremorum  a f c f b «qualem  efle  fum- 
m®  mediorum  a f b f c* 

Proportionis  autem  geometrica:  ea  eft 
proprietas  pr®cipua  , ut  produ&um  ex 
multiplicatione  extremorum  «quale  fit 
produ&o  ex  multiplicatione  mediorum. 
Nam  fi  a fit  primus  terminus  proportio- 
nis geometrica:,  Sc  e terminus  certiustpo- 

fito, 
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fico  i quod  b defignet  % quoties  fecundus 
continet  primum»  itemque  quartus  con- 
tinet tertium;  erit  ab  fecundus  terminus* 
& cb  terminus  quartus  : unde  , quum  at 
ab,  c,  cb  fint  quatuor  termini  proportio- 
nis geometrica;  * liquet  produ&um  ex 
multiplicatione  extremorum  acb  asquale 
ede  produfto  ex  multiplicatione  medio- 
rum abc. 

Tam  arithmetica  » quam  geometrica 
proportio  quatuor  terminos  requirunt} 
quum  utraque  fit  a;qualitas  duarum  ra- 
tionum» quarum  unaqua;queduos  termi- 
nos exigit . Sed  podunt  etiam  fub  tribus 
confiflere,fci  licet  quum  terminus  medius 
bis  fumitur  . Id  quum  accidit,  proportio 
dicitur  continua  : Sc  perfpicuum  eft,  ia 
proportione  continua  arithmetica  fum- 
mam  extremorum  a;qualem  ede  duplo 
termini  medii  j in  proportione  continua 
geometrica  produ&um  ex  mnltiplicatio- 
ne  extremorum  «squale  ede  quadrato  * 
quod  fit  ex  termino  medio  • 

Quum  non  tres,,  fed  plures  habentuc 
quantitates  continue  proportionales  , di- 
centur ese  progreffionem  conftitueie  . At- 
que hsec  rurfus  erit , vel  arithmetica  , vel 
geometrica  t prout  nempe  quantitates  • 
progreiEonem  condi  tuentes  , funt  vel 
, arith- 
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arithmetice  * vel  geometrice  proportiona- 
les . Ita  feries  numerorum  1,  3,  y,  7,  9, 
11,15  kc.  conftituunt  progreflionem 
arithmeticam  ; quia  eadem  ubique  diffe- 
rentia. Et  viciffim  feries  numerorum  1* 
3,  4,8»  16,5  2,64  kc.  conftituit  progreflio- 
nem geometricam  ; quia  eadem  ubique 
continentia. 

Hinc,  quum  inter  terminos  progrefllo- 
nis  arithmetica;  eadem  ubique  differen- 
tia fervetur  , & quantum  primus  termi- 
nus deficit  sk  fecundo  , tantundem  fecun- 
dus deficiat  & tertio  , tertius  £ quarto,  at- 
que ita  deinceps*  perfpicuum  eft « quod  fi 
in  hujufmodi  progreflione  primus  termi- 
nus dicatur  a , k exceflus,  quo  fecundus 
fuperat  primum  , dicatur  b , fit  a ■f*  b fe- 
cundus terminus  r a f zb  terminus  ter- 
tius, <1  f jb  terminus  quartus  , atque  ita 
in  infinitum  : qua  ratione  progreflionis 
arithmetica;  termini  omnes  fic  poterunt 
exhiberi  at  a f bf  a f zb,  a 
a f f b &c. 

Et  fimiliter , quia  inter  terminos  pro- 
greflionis geometrica;  eadem  ubique  con- 
tinentia fervatur  , & quoties  primus  ter- 
minus continetur  in  fecundo  , toties  fe- 
cundus continetur  in  tertio,  tertius  in 
quarto,  atque  ita  de  aliis*  perfpicuum  eft, 

quod 
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quod  fi  in  hac  alia  progrefllone  prima* 
terminus  dicatur  a,  Sc  defignet  b,  quoties 
fecundus  continet  primuin  , fit  ab  fecun- 
dus terminus»  ab*  terminus  tertius , abi 
terminus  quartus  » atque  ita  deinceps: 
qua  ratione  progreflionis  geometrica;  ter- 
mini omnes  fio  poterunt  eiFcrri  a,  » ab, 
flb2,  abi,  ab4,  abi  Scc. 

Ex  quibus  mod6  facile  erit»  utriufque 
progreflionis  proprietates  principaliores 
intelligere . Nam  in  progrefllone  arith- 
metica evidens  eft»  h«c  duo  efle  acciden- 
tia prjecipua.  primum» quod  fumma  duo- 
rum quorumvis  terminorum  «qualis  fit 
fummae  ex  duobus  aliis » «qualiter  hinc 
inde  diftantibus  ab  iis  Alterum  » quod 
duplum  unius  termini  ad«quet  fum- 
mam  duorum  aliorum  » qui  utrinque 
sequ£  diftent  ab  eo. 

In  progrefllone  autem  geometrica  has 
duas  licet  principaliores  cernere  proprie- 
tates. Prima  eft,  quod  produ&umex  duo- 
bus terminis, inter  fe  mutub  multiplica- 
tis^equale  fit  ei»quod  producitur  ex  mul- 
tiplicatione mutua  duorum  aliornm, 
utrinque  ab  iis  «qualiter  diftantium.  Al- 
tera , quod  quadratum  unius  termini 
sequale  fit  ei , quod  oritur,  multiplicando 
fimul  duos  alios  terminos » qui  hinc  inde 
«qualiter  diftent  ab  ilio.  Ana* 
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II. 


Analogia  inter  progreflionem  arithme- 
ticam, & geometricam. 


OStenfa  natura  progreflionis  tum 
geometricarum  arithmetica;*often  . 
denda  eft  modb  analogia  , qua;  inter 
utramque  progreflionem  intercedit.  Ha?c 
potifllmum  confiftit  in  eo,  quod  quemad- 
modum termini  progrefllonis  arithmeti- 
ca? additione  , & fubtradUonej  ita  termini 
progrefllonis  geometrica;  multiplicatio- 
ne, & divifione  inveniantur  . Analogiam 
iftam  novit  primus  omnium  , vel  faltem 
paulb  diligentius  confideravit  Johannes 
Neperus  Scoto-Brittannus  j & ex  ea  colle- 
git mirificum  logarithmorum  inventum, 
compendium  arithmeticum  numquam 
fatis  deprredicandum. 

Jam  ex  hac  analogia  illud  fponte  fua 
confequitur  ,quod  fi  termini,  progreflio- 
nem artithmecicam  conftituentes  , affii- 
mantur  velut  indices,  five  exponentes 
eorum  , qui  conftituunt  progreflionem 
geometricam,  & in  illa  capiantnr  quatuor 
termini  geometrice  proportionales , fum- 
ma  ex  exponentibus  extremorum  «qua- 
lis 


V 


■ 
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■ 
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lis  fit  fumma  ex  exponentibus  medio- 
rum . Nam  ex  hypothefi  exponentes  eo- 
rum terminorum  funt  termini  totidem 
arithmetice  proportionales  . Sed  quatnor 
terminorum  arithmetice  proportiona- 
lium illud  eft  accidens  pracipuum  » ut 
fumma  extremorum  aqualis  fit  fumma 
mediorum.  Itaque» fi  capiantur  in  pro- 
greflione  geometrica  quatuor  termini 
geometrice  proportionales»  fumma  ex  ex- 
ponentibus extremorum  adaquabit  fum- 
mam  ex  exponentibus  mediorum. 

Quod  fi  verb  in  progreflione  geometri- 
ca capiantur  tres  termini  geometrice  pro- 
portionales » tunc  fumma  ex  exponenti- 
bus extremorum  aqualis  erit  duplo  ex- 
ponetis termini  medii.  Nam  ex  hypothe- 
fi exponentes  trium  illorum  terminorum 
funt  termini  totidem  arithmetice  pro- 
portionales. Sed  trium  terminorum  arith- 
metice proportionalium  ea  eft  proprietas 
prarcipua  » ut  fumma  exremorum  aqualis 
fit  duplo  termini  medii.  Itaque»fi  in  pro- 
grelfione  geometrica  capiantur  tres  ter- 
. mini  geometrice  proportionales  » fumma 
ex  exponentibus  extremorum  adaquabit 
duplum  exponentis  » qui  refertur  ad  ter- 
minum medium. 

Atque  ex  his  utriufque  progreflxonis 

fi- 


I 


I 
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fimul  ]un<5la?  proprietatibus  , alia;  etiam 
colligi  poiTunc.  Nam  fi  progreilio geome- 
trica incipiatur  ab  unitate,  progreilio  ve- 
rb  arithmetica  & zero  , five  nihilo  , quod 
proinde  fit  index,  five  exponens  unitatis* 
confequitur  primb»fummam  ex  exponen- 
tibus multiplicandi , fic  multiplicatoris, 
produ&i  exponentem  adaquare  . Etenim 
ex  multiplicationis  definitione, unitas  eft 
ad  multiplicatorem  , ut  multiplicandus 
ad  prodnclum  : quare  ex  oftenfis  fumma 
ex  exponentibus  multiplicandi, & multi- 
plicatoris %qualis  erit  fummae  ex  ex- 
ponentibus unitatis,  & produ&i  . Sed  ex 
hypotheli  exponens  unitatis  eft  zero  ,fivo 
nihilum.  Itaque  fumma  ex  exponentibu* 
multiplicandi  , & multiplicatoris  folius 
produ&i  exponentem  adaequabit. 

Conlequitur  fecundo,  differentiam  ex- 
ponentium dividendi  , & diviforis  , quo- 
tientis  exponetem  adaquare.  Nam  ex  de- 
finitione divifionis , divifor  eft  ad  divi- 
dendum, ut  unitas  ad  quotientem:  quare 
ex  oftenfis  fumma  ex  exponentibus  di 
foris,  & quotientis  a?qualis  erit  fumma:  ex 
exponentibus  dividendi,  & unitatis.  Jam 
verb  ex  hypothefi  exponens  unitatis  eft 
zero,  five  nihilum  . Itaque  fumma  expo- 
nentium diviforis , & quotientis  ada:qua- 
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bit  exponentem  folius  dividendi : & pro- 
pterea  , fi  ex  exponente  dividendi  (obdu- 
catur exponens  djviforis,  dabit  refiduum» 
five  differentia  exponentem  quotientis. 

Confequicur  tertib  , duplum  exponen- 
tis alicujus  quantitatis  adaquare  expo- 
nentem fui  quadrati  , triplum  exponen- 
tem fui  cubi  , quadruplum  exponentem 
fui  quadratOrquadrati » atque  ita  dein- 
ceps. Nam  quum  quadratum  oriatur, 
multiplicando  latus  perfeipfum  i erunt 
unitas,  latus,  & quadratum  in  geometri- 
ca proportione;  ac  proinde  fumma  expo- 
nentium unitatis,  & quadrati,  hoc  eft  ex- 
ponens folius  quadrati  squalis  erit  expo- 
nenti lateris  duplicato  . Et  eadem  ratio- 
ne, quia  ex  ipfa  cubi  genefi  unitas,  latus, 
quadratum  , & cubus  funt  in  geometrica 
proportione  5 erit  fumma  exponentium 
unitatis,  & cubi  , hoc  eft  exponens  foliu? 
cubi  squalis  fumms  exponentium  late- 
ris , & quadrati , hoc  eft  exponenti  folius 
lateris  triplicato. 

Et  denique  confequitur , femiffem  ex- 
ponentis alicujus  quantitatis  squalem, 
elfe  exponenti  fus  radicis  quadrata?,trien- 
tem  exponenti  fus  radicis  cubics  , qua- 
drantem exponenti  fus  radicis  quadrato- 
quadfata?»  atque  ita  deinceps.Nam  ex  iis, 

qu* 
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qua:  modb  oftenfa  funt , exponens  alicu- 
ius quantitatis  eft  «qualis  duplo  expo- 
nentis fu«quadratx  radicis  > triplo  expo- 
nentis fu«  radicis  cubic«,  quadruplo  ex- 
ponentis fu*  radicis  quadrato-quadrata?, 
atque  ita  deinceps:  quare  erit  per  contra- 
rium femilTis  exponentis  ejufdem  quan- 
titatis «qualis  exponenti  fuse  quadratae 
radicis  , triens  «qualis  exponenti  fua: 
radicis  cubic®  , quadrans  «qualis  expo- 
nenti fu«  radicis  quadrato-quadrata?»  at- 
que ita  in  infinitum, 

•T'  ' III, 

JVntnra  pote/fatum  pojitivartm  » & 
negat  harum. 

JAm  cognita  analogia  , qu*  exifiit  in- 
ter progreilionem  arithmeticam  » & 
progreitionem  geometricam*  haud  diffici- 
4e  modh  erit , naturam  omnium  potefta- 
<um  in telligere  , Itaque  quum  prima  po- 
teftatum  divifio  , fuperius  a nobis  propo- 
£ta,  (it  in  pofitivas  , & negativas  * hoc  eft 
in  illas , qu«  exponentes  habent  poliri- 
vos  j & eas  , quarum  exponentes  funt  ne- 
gativi : videamus  primo  » qu«fit  natura 
harum  poteftatum  > quave  ratione  nega- 
S z tivse 
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tiva;  ^ pofitivis  fint  difthiguenda». 

Et  quidem  circa  poteftates  pofitivas, 
quarum  exponentes  funt  numeri  inte- 
gri, jam  illud  ab  initio  ftatuimus,  eas  ex- 
ponentibus fuis  defignare  > quoties  quan- 
titas per  multiplicationem  poni  debet: 
ita  nempe  , ut  0 , five  a1  defignet  ipfam 
quantitatem  a femel  pofitam  } a 2 eandem 
quantitatem  a politam  bis  , hoc  eft  pro- 
du&um  1 quod  oritur  , multiplicando  a 
femel  per  feipfam  ; a3  eandem  adhuc 
quantitatem  a pofitam  ter  * hoc  eft  id, 
quod  oritur  , multiplicando  a bis  per  fe 
ipfam}  atque  ita  de  aliis. 

Ex  quo  id  porro  confequitur  , potefta- 
tes iftas  omnes  pofitivas  , fi  ordine  fcri- 
bantur,  progreflionem  geometricam  con- 
ftituere  } quandoquidem  a1  eft  ad  a 3 , ut 
a 3 ad  a3  j a3  eft  ad  ut  <j3  ad  a*  j a*  eft 
ad  (i4  , ut  a*  ad  af  j atque  ita  deinceps: 
quum  in  unaquaque  iftarum  proportio- 
num produ&um  ex  terminis  mediis  x- 
quale  efle  ei, quod  ex  extremorum  multi- 
plicatione producitur } ex  ipfa  earum  po- 
teftatum  a/Tumpta  conftitutione  fit  ma- 
nifeftum . 

Hinc,  quia  exponentes  earumdem  po- 
teftatum  funt  numeri  totidem , qui  fi  or- 
dine quoque  fcribantur  , progreilionem 
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conftituunt  arithmeticam  » jam  quod  de 
utraque  progreflione  Omul  juncla  paulb 
ante  oftenfum  eft  * iis  poterit  applica- 
ri : quocirca  fi  in  ferie.illa  poteftacum 
capiantur  tres  » vel  quacuor  termini 
geometrice  proportionales*  fumma  ex  ex- 
ponentibus extremorum  adaquabit  > vel 
fumrnam  ex  exponentibus  mediorum» 
vel  duplum  exponentis  termini  medii. 

Huic  autem  principio  infiftentes  » co- 
gnofcemus  primo»  quod  fi  feriem  illam 
poteftatum  incipiamus  ab  unitate»  utpo- 
te  qu%  cum  ipfis  illis  poteftatibus  adhuc 
progrelfionem  conftituit » exponens  ejus 
debeat  ede  zero » five  nihilum,  linitas 
quippe  eft  ad  a * » ut  ak  ad  a*  . Itaque 
fumma  exponentium  » qui  referuntur  ad 
a3»  & unitatem  »cequalis  erit  duplo  expo- 
nentis» qui  refertur  ad  a1.  Jam  vero  expo- 
nens folius  a3  ada;quat  duplum  expolien- 
tis » qui  refertur  ad  a1  . Itaque  exponens 
unitatis  debet  eiTe  zero  » five  nihilum. 

Verumtamen  » quia  quum  exponens 
unitatis  eft  zero»  five  nihilum»  tunc  fum- 
ma exponentium  multiplicandi » Sc  mul- 
tiplicatoris » produ&i  exponentem  ada?- 
quat  > cognofcemus  fecundb  effe  pro- 
duftum  » quod  oritur » multiplicando  a* 
per  ali  a?  id  » quod  oritur  » multiplican- 

S l 
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do  a3  per  a*  ; atque  ita  deinceps . Qu.im- 
que  in  eadem  hypotheli  exponens  divifo- 
ris,fubduffus  ab  exponente  dividendi»  re- 
linquat exponentem  quotientis  $ cogno* 
fcemus  quoque  ai  efTe  quotientem  > qui 
oritur,  dividendo  a f per  a 3 , a 4 eum»  qui 
oritur  , dividendo  u7  per  ai  $ atque  ita  de 
aliis  • 

Unde  haud  difficile  modb  erit , natu- 
ram poteftatuin  negativarum  intelligere* 
Nam  quemadmodum  ai  eft  quotiens»  qui 

— 3 

oritur  , dividendo  a!  per  a3  jita  a defi- 
gnare  debet  quotientem  , qui  producitur» 
dividendo  viciffim  a 3 per  as  » quando- 
quidem fi  ex  exponente  dividendi  a 3 
fubducatur  exponens  diviforis  aS  , refi- 
duum  erit  a— j- , hoc  eft  - — g.  Et  ob  ean- 
dem rationem  ficuti  a<  eft  quotiens  • qui 

oritur  , dividendo  at  per  ai  } ita  a erit 
quotiens » qui  producitur  * dividendo  vi- 
ciflim  fl3  per  fl7.  - 

Quocirca  poteftates  negativa;  nihil 
aliud  erunt,  qu^m  fra£iones , qua;  tam- 
quam numeratores  habebunt  unitatem» 
tamquam  denominatores  verb  ipfas  illas 
poteftates » veluc  pofitivas  confideracas  • 

5-  Nana 
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Nam  exoftenfis  a defignat  quotienten* 
qui  oritur  , dividendo  a 3 per  a f . Sed  di« 

i 

vifo  a 3 per  q* » quotiens  producitur— 
— ? I 

Itaque  o idem  erit,  aC  — . AtqUe 
• —i  03  i 

quoque  o ideni  plane  erlc  , ac  •—  j 
i —4  i o 

Idem,  ac  — i a idem  , aC  — ,(icque 
oa  o 4 

infinitum. 

Ex  quo  patet, ope  poteftatum  negativa- 
rum fra&iones  poffe  quodammodo  ad 
quantitates  integras  revocari.  Nani  in 
0 3 

fra&ione  — quantitas  a 3 reperitur  mul- 
c*  i ' 

tiplicata  per  — : prolndeque  , quia 
c* 


idem  eft  , aC  C , fcribi  poterit 
5—1 

fraftionis  d r.  Et  fimiliter,quia  in  fra- 
b4 

^ione  — quantitas  b*  reperitur  multi-* 
a* 
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I ' — 2 

plicata  per  — , hoc  eft  per  a i defi- 
a3 

gnari  poterit  fra&io  illa  ad  indar  quanti- 

4— z 

tatis  integra?  in  hunc  modum  b a . 

Sed  viciflim  ope  earumdem  poteftatum» 
poterunt  quantitates  integra?  quodam^ 
modo  ad  fra&iones  revocari.  Nam  quan- 
titas integra  aic3  producitur  dividendo 
i i 

a 3 per  — : proiudeque»  quia  — idem  eft» 

c3  c2 

—a  ai 

ac  c»  fcribi  poterit  loco  ejus  ~ . Et 

c 

fimiliter,quia  quantitas  integra  b<a*  ori- 

i 

tur  dividendo  b<  per  — , hoc  eft  b * pee 
k—2  a3 

a » defignari  ea  poterit  ad  inftar  fra&io» 

b * 

ni»  in  hunc  alium  modum  • 

a - 
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■ 

IV. 

Natura  pote  flatum  perfe&arum  , & 
imperfectarum . 

ALtera  poteftatum  divifio,  fuperius  i 
nobis  propofita  , eft  in  perfedtas  , k 
imperfedtasi  hoc  eft  in  poteftates,  quarum 
exponentes  funt  numerijntegri , & pote- 
tes,  qua;  fradiones  pro  fuis  exponentibus 
habent . Quum  itaque  oftenfa  jam  fit  na- 
tura poteftacum  pofitivarum  ,&  negati- 
varum i fequitur , ut  aliarum  harum  po- 
teftatum  naturam  explicemus  , & quid 
difcriminis  interfit  inter  poteftates  perfe— 
ilaSf  ac  imperfeftas  oftendamus. 

Hunc  in  finem  confideremus  rurfust 
poteftates  perfectas  pofitivas  , ordine  dif- 
pofitas  , progrelfionem  geometricam  con- 
ftituerej  earundemque  indices,  five  expo- 
nentes , ordine  quoque  collocatos , pro— 
greflionem  alteram  arithmeticam  compo-' 
nere.  Et  quoniam  oftcnfum  jam  eft,  quod 
fi  feriem  illam  poteftatuin  incipiamus  ab 
unitate,  exponens  ejus  debeat  efle  zero,  fi- 
ve nihilum:  proinde  qua;  j.H.hujus  capi- 
tis de  utraque  progreflione  fimul  jun<fta 
poftremo  loco  k nobis  funt  demonftrata, 

jam 
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jam  vera  erunt  de  poteftatibus  illis  relati 

ad  Tu  os  exponentes.  s 

Itaque  de  illis  poteftatibus  in  ordine 
ad  fuos  exponentes  illud  porro  ftatui  po- 
teft»quod  duplum  exponentis  alicnjus 
poteftatis  adiequet  exponentem  fui  qua- 
drati» triplum  exponentem  fui  cubfiqua- 
druplum  exponentem  fui  quadrato-qua- 
drati » atque  ita  deinceps  ; unde  poteftatis 
hujus  a 3 quadratum  erit  a4  » cubus  aS 
quadrato-quadratum  as  » atque  ita  de 
aliis  » & (imiliter  alterius  hujus  poteftatis 
a3  quadratum  erit  a6 » cubus  a9,  quadra-* 
to-quadratum  tf1*  » atque  ita  in  infini- 
tum. 

Sed  illud  etjam  de  iifdem  poteftatibus 
felate  ad  fuos  exponentes  velut  certum 
poteft  aftumi » quod  femiffis  exponentis 
alicujus  poteftatis  adaequet  exponentem 
fi ix  quadrata  radicis»  triens  exponentem 
fua  radicis  cubica, quadrans  exponentem 
fiia  radicis  quadrato-quadrata  » atque  ita 
deinceps  : qua  ratione  poteftatis  hujus 
atA  quadrata  radix  eritfl6  » radix  cubica 
a4*  radix  quadrato-quadrata  a*, atque  ita 
de  aliis  . Et  fimiliter  alterius  hujus  pote- 
ftatis  a34  radix  quadrata  erit  at3  » radix 
cubica  as » radix  quadrato-quadrata  a6» 
atque  ita  in  infinitum . 

lia- 
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Unde  modh  facile  erit ; naturam  pote- 
ftatum  imperfe<ft£rom  intelligere  . Nain 
quemadmodum  a 3 eft  quadrata  radix  po- 

t 

teftatis  a4  , ita  a3  defignare  debet  quadra- 
tam radicem  , qua;  elicitur  ex  a , liveo1* 
quippe  ficuti  exponens  ipfius  a 3 eftfe- 
milTis  exponentis  alterius  a4,itaexpo- 

i 

nens  ipflus  a3  adiequat  femiiTem  expo- 
nentis alterius  o1.  Et  fimiliter  ficuti  a2 

t 

eft  radix  cubica  poteftatis  a 6 , ita  a3  erit 
radix  cubica ,qiKe  extrahitur  ex  «^quan- 
doquidem non  minus  exponens ipfius  a * 
eft  tertia  pars  exponentis  alterius  a6 , 

x. 

quam  exponens  ipfius  a3  eft  tertia  pars 
exponentis  alterius  a1 . 

3 

Ob  eandem  rationem  a 3 defignabic 

i 

quadratam  radicem  ipfius  a3  j«3  radi- 

3 

cem  cubicam  ipfius  a 3 $ a 4 radicem  qua- 
draco-quadratam  ipfius  «3  * atque  ita  de 
aliis  : quocirca  poteftat es  imperfefl*,  five 
qu;e  fra&iones  pro  luis  exponentibus  ha- 
bent, nihil  aliud  erunt,  quim  radices  de- 
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fignae*  u denominatoribus  fraCtionum,  Sr 
extraCla:  ex  poteftatibus  » quarum  expo- 
nentes fune  fo]i  numeratores  .earundena 

1 

I 

fractionum  : ut  a3 « qua;  eft  radix  fecun- 

2 

da  ipfius  u1  i qua;  eft  radix  tertia 

3 

ipfius  a3  tat , qua;  eft  radix  quinta  ipfius 
q2  i atque  ita  deinceps» 

Jam  autem»  quum  poteftates  perfecta; 
negativae  » Sc  ipfa;  quoque  ordine  difpofi- 
tie  , progreflionem  geometricam  confti- 
tuant  j earumdemque  exponentes,  ordine 
collocati , progreflionem  quoque  alteram 
componant  arithmeticam  j & exponens 
unitatis  in  ordine  ad  eas  fit  etiam  zero  » 
five  nihilum;  perfpicuum  eft,qua;cumque 
de  poteftatibus  perfeCtis  politivis  dicta 
funt , ea  omnia  vera  efle  quoque  de  pote- 
ftatibus perfedtis  negativis. 

Quocirca  quemadmodum  poteftatis 
hujus  perfe&s:  pofitiva;  a 3 quadratum  eft 
a 4 , cubus  a6  , quadrato-quadratum  a 8 » 
atque  ita  de  aliis  ; ita  quoque  poteftatis 

< — 2 

hujus  perfeCta;  negativa;  a quadratum 
~4  . 

erit  a , cubus  a , quadrato-quadra- 

tun* 
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tum  a ■>  & fic  deinceps  in 
Pariterque  quemadmodum  poteftatis  hu- 
jus perfere  pofitiv*  a 13  quadrata 
dix  eft  a6  , radix  cubica  a * , 
quadrato-quadrata  a3  , & fic  deinceps;  ita 
quoque  poteftatis  hujus  perfe£tee  nega- 
—12  ■ — 6 

tiv£e  a quadrata  radix  erit  a , 

' — 4 — ? 

cubica  a » radix  quadrato-quadrata  a 

atque  ita  in  infinitum. 

X 

Unde  porro  ficuti  a 3 eft  quadrata  ra- 

X 

dix  ipfius  a*  , a 3 radix  cubica  ejufdem 
a1.  Ita  a * erit  quadrata  radix  ipfius 

*—  r _ i i—  i 

a % Sc  a 3 radix  cubica  ejufdem  a . Et 

3 

pra;terea  quemadmodum  eft  radix 

i 

quadrata  Ipfius  o3 , o3  eft  radix  cubica 
^3 

ipfius  } ita  a * erit  radix  quadrata  po-’ 
teftatis  negativae  a 9 & a 3 radix  cubica 
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i 

poteftatis  negativa  fl  : proindeque  quia 

, a idem  funt » ac  , — i erit  a 3 
a 3 »3 

i _ a 

radix  quadrata  fraftionis  — * & a 9 

i «3  - 

radix  cubica  fraftiouis  — . 

a3 

Ex  quibus  jam  liquet  id  , quod  in  cal- 
ce capitis  antecedentis  dicebamus  : nimi- 
rum quantitates  incommenfurabiles  con- 
fiderari  pofle  velut  poteftates  imperfeaas 
quantitatum,  & proinde  ad  mftar  potefta- 
tum  perferarum  alia  pofle  ratione  defi- 
gnari  : quocirca  quadratam  radicem 
quantitatis  a defignabimus  deinde  non 

i — >— 1 

modb  per  v/rt,  verum  etiam  per  a 3 j Si  u- 
militer  radicem  cubicam  quantitatis  a3 
oftendemus  non  modb  per  \/3  03 » verum 
x 

per  a 3 . Sed  quemadmodum  qua- 
drata radix  quStitatis  copofita;  a f c defi- 

gnatur  vulgb  per  i/fl  ^ c , Hoc  eft  lineola 
polita  fuper  partibus  quantitatis  j ita. 

— i 

oftendetur  etiam  a nobis  Pe*  <*fc3i 

un- 
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unde  monitu  Leporem  hic  volo, non  idem 
.1  r • 

effe  a f c 3,  & <i  f c2  ; nam  expreifio  illa 

idem  valet  * ac  \/a  fc  $ ifta  verb  idem  fi- 
gnificat,ac  a f v/c. 

V. 

4 ; Iit*  . ^ i j./tfkV-J'  j iy.  *'  A2 1 ,*  _ f fci 

Calculus  pote/latum  per  exponentes , 

NAtura  poteftatum  omnium  expli- 
cata , traditaque  differentia  , qua; 
reperitur  tam  inter  poteftates  pofitivas,& 
negativas, qu&m  inter  poteftates  perfodias, 
& imperfe&as  j non  abs  re  fore  puto,  hic 
breviter  oftendere  , quo  padlo  earumdem 
poteftatum  calculus  polfit  per  exponen- 
tes inftitui  „ Itaque  operationes,  qua;  cir- 
ca poteftates  omnes , adhibitis  exponenti- 
bus, alia  ratione,  & quidem  longe  facilio- 
ri inftitui  poffunt , funt  multiplicatio, 
divifio,  formatio  poteftatum , & extra&io 
radicum. 

Et  quidem, quantum  ad  multiplicatio- 
nem duarum  poteftatum  unius  , ejufdem- 
que  quantitatis,  inftituitur  illa,  addendo 
Jimul  exponentes  datarum  poteftatum  , & 
fcribendo  fummam  pro  exponente  produ-. 
£li . Cujus  equidem  ratio  exinde  depen- 
det , quia  quotiefcumque  index , fiye  ex- 

po- 
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ponens  unitatis  eft  zero  , five  nihilum  » 
tum  fumir.a  exponentium  multiplicandi» 
& irultiplicatoris  produdi  exponentem 
adaquat. 

Hac  ratione  ad  multiplicandum  a3  per 
fl3,  fcribendum  eft  afj  quia  exponentes  2» 
& 3 fimul  additi  conficiunt  j-  . Similiter 

S — ? 

ad  multiplicandum  a per  a » fcriben- 
dum  eft  a 3 quia  fumma  exponentium 
y»  Sc  — 3 eft  y — 3 , hoc  eft  2 . Atque  ita 

Z 

quoque  ad  multiplicandum  ai  per  <*3  » 

s 1 

fcribi  debet  a3  j quum  2,  & — fimul  fint 

f -3  2 

— . Pariterque  erit  a 2 produdum  » quod 

2 —2  1 

oritur  multiplicando  a per  fl3  > quan- 
doquidem— 2 » & 1 fimul  funt  — 

2 2 

Quantum  ad  mutuam  duarum  pote- 
ftatum  unius, ejufdemque  quantitatis  di- 
vifionem,  inftituitur  illa,  fubducendo  u fe 
mutub  exponentes  datarum  poteftatum, 
& fcnbendo  refiduum  , five  differentiam 
pro  exponente  quotientis.  Quod  quidem 
exinde  dependet  > quia  quum  index  , five 
exponens  unitatis  eft  zero  » five  nihilum» 

tum 
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{uin  exponens  diviforis,fubtraSus  ab  ex- 
ponente dividendi,relinquat  exponentem 
quotientis. 

Hoc  pa&o  ad  dividendum  a*  pero4* 
fcribendum  eft  o3  * quia  exponens  3,fub- 
duftus  ab  exponente  y > relinquit  3 . Si-' 

militer  ad  dividendum  a3  per  a , fcri- 
bendum  eft  o?  ; quia  fi  ex  exponente  2 
fubtrahatur  exponens  — 3 , refiduum 
erit  2 f 3 1 hoc  eft  y . Atque  ita  quoque 
i 

ad  dividendum  a 3 pei  a3  , fcribi  debet 

1 • y 

a 3 quia  fi  ex  — fubtrahatur  2 $ refi- 
1 2 —2 

duum  fiet—  .Pariterque  erit  a quotiens» 

* _3  r. 
qui  oritur»dividendo  0 3 per  9 3 j quujg 

*-,fubtra&u$  ex—  — , relinquat  — 2.' 

-2  2 

Qu_antum  ad  formationem  potefta- 
tum,  fiet  ea  , fi  exponens  data:  poteftatis 
toties  accipiatur » quot  funt  unitates  in 
indice, five  exponente  poteftatis, ad  quam 
illa  eft  elevanda  . Cujus  etiam  ratio  exin- 
de eft  repetenda  , quia  ubi  exponens  uni- 
tatis eft  zero>  five  nihilum » tum  duplutA 
G ex- 


, * t 


i 

'1 


*• 


t 


\ 


Digitized  by  Google 


98  Abgebrjs 

exponentis  alicujus  quantitatis  adaequat  | 
exponentem  fui  quadrati » triplum  expo- 
nentem fui  cubi?  quadruplum  exponente 
fui  quadrato-quadratijatque  ita  deinceps. 

_ Sic  quadratum  poteftatis  perfefta?  poli- 
tivas  a3  erit  a 4 » cubus  a*  > quadraco-qua- 
dratum  a*, atque  ita  de  aliis  . Et  limiliter 
- ■ —2 

poteftatis  perfeflas  negativa;  a quadratu 
—4  —6  —8 

erit  a ,cubusa  «quadrato-quadratft  a » 

& fic  deinceps  in  infinitu1.  Sed  eade  ratio- 

' . ■ ■ , 1 

ne  poteftatis  imperfe#»  pofitiva;  a 3 qua- 

dratum  erit  ax  * cubus  a 3 , quadrato- 
quadratum  a3  . Atque  ita  quoque  pote- 

fiatis  imperfe&a;  negativa;  0 3 quadra- 
— 1 

tum  erit  u , cubus  a 3 » quadrato-qua- 
• —2 
dratum  a . 

Denique  quantum  ad  radicum  extra- 
ftionsm  > infti tuetur  ea  * fi  ex  exponente 
data;  poteftatis  ea  pars  capiatur , quam 
denominat  index  » five  exponens  radicis 
extrahenda; . Quod  exinde  etiam  repeti 
debet , quia  quum  fxponens  unitatis  eft  1 

aero» 


— 


T 
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zero  * five  nihilum  , tum  femifiis  expo- 
nentis alicujus  quantitatis  adaequat  ex- 
ponentem fuie  quadrata:  radicis,  triens 
exponentem  fua:  radicis  cpbics,  quadrans 
exponentem  fua:  radicis  quadrato-qua- 
dratie,  atque  ita  deinceps. 

Hac  ratione  radix  quadrata  poteftatis 
perfedla:  pofitiva:  a 2 erit  a1 , radix  cubica 
2 1 

a 3, radix  quadrato-quadrata  a 3 . Et  fi- 

— «a 

militer  poteftatis  perfera:  negativa:  a 
radix  quadrata  erit  a , radix  cubica 

a ^ i 

a ? i radix  quadrato-quadrata  a 3 • Sed 
ob  eandem  rationem  radix  quadrata  pc* 

1 , 1 

teftatis  imperfe&ae  pofitiva:  a 2 erit  a 4 • 

I ..  ‘ 

radix  cubica  a6, radix  quadrato-quadrata 


a 8 . Atque  ita  quoque  poteftatis  imper- 


? ■ i,  # 

fe&a»  negativae  a 2 radix  quadrata  erit 
a 4 t radix  cubica  a 6%  radix  quadrato- 


»—r 

quadrata  a £. 

i 
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Ca;terum»quum  fra&iones  mediantibus 
exponetibus  negativis  poffint  quodSmo-, 
modo  ad  quStitates  integras  revocari;  no- 
lim hic  filetio  prarterire,hujufmodi  artifi- 
cio pofle  calcuiu  fra&ionu  iifdem  omni- 
no regulis  perfici,  quibus  calculus  quan- 
titatum integrarum  inftituitur  . Sed  quia 
ex  haSenus  di&is  id  cuique  fatis  liquer® 
arbitror,  fufficiat  illud  adnotafie  , & om- 
nino fuperfluum  exiftimo  diutius  in,  hiC- 
ce  immorari . 

C A P.  VII, 

'Calculas  yadicalium /impliciam? 

Olloniam  quantitates  incommenfu- 
rabiles,  qua;  etiam  radicales  dicun- 
tur, fsepe  farpius  Sc  ipCx  ad  calculum  poni 
debent  t proinde  , ne  quum  id  contingit* 
harteant  Tyrones , earum  quoque  calcu- 
lum oportet  oftendamus  . Quod  equidem 
eb  accuratius  h nobis  fieri  debet , quia  de 
hujufmodi  calculo  nihil  ferme  traditus 
in  Arithmetica  vulgari . Hunc  in  finem 
non  modb  in  quantitatibus  litteralibus* 
verum  etiam  in  quantitatibus  numericis 
lubet  ejus  periculum  facere.  Et  quoniam 
quantitates  radicales,  perinde  ac  rationa- 
les* fi  ve  cpmmenfqrabiks,  dividi  pofiunt 

in 
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Iri  fimplices , & compofitas  ; idcirco  pri- 
mri  agemus  de  calculo  radicalium  fimpli- 
cium»  tum  de  calculo  radicalium  compo- 
fitarum  verba  faciemus. 

Quantitates  radicales  dicuntur  fimpli- 
ces  » quotiefcumque  unicum  habent  ter- 
minum » eumque  efferum  figuo  radicali* 
ut  v/tfi  \/c , 'Jac.  Harum  quantitatum  cal- 
culus ut  melius  intelligatur » praemit- 
tendum ell  primb  » quod  ficuti  ad  defi- 
gnandum  duplum  » triplum»  quadru- 
plum quantitatis  commenfurabilis  a » 
fcribitur  za > qat  4 a j fic  ad  defignandum 
duplum  1 triplum  » quadruplum  quanti- 
tatis radicaiis  \/a  , fcribendum  iit  z\/a9 
» 4v/ & : proindeque  quemadmodum 
2a  f qa  idem  funt , ac  y a j k — qc9 
idem»  ac  za : ita  quoque  2 \/a  f q^a  idem 
erunt , ac  S\/a  j $c  $Vfl  — 3'/<* idem  » ac. 

Quin  etlamjquemadmodum  li  quanti-' 
tas  a toties  accipienda  fic  » quot  funt  par- 
tes in  c,  fcribitur  ca  i ita  quoque  cs/a  de- 
fignabit » quantitatem  incommenfurabi- 
lem  \/a  toties  accipiendam  efle,  quot  funt 
partes  in  c : qua  ratione  mvltiplicabituc 
quaevis  quantitas  radicaiis  per  quamlibet 
quantitatem  commenfurabilem » ac  ra- 
tionalem» fcribendo  illam  poft  i&ni  nul- 
*■  Q j \% 
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lo  ligno  interjeftoj  ut  ad  multiplicandum 
y/b  per  a,  fcribo  a^b-,  & fimiliter  ad  mul- 
tiplicandum \/s  per  3,  fcribo  3^5-. 

Jam  quantitates,  qua;funt  extra  fi- 
gnum  radicale  , five  fint  numerica; , five 
litterales  , dicentur  in  pofterum  coelfi- 
cientes  earum  , qua;  fub  ligno  reperiun- 
tur.  Sed  facile  erit,  eas  quoque  fub  eodem 
ligno  radicali  reponere  : fcilicet  fi  elevata; 
ad  poteftatem  , defignatam  ab  exponente 
ligni  radicalis,  multiplicentur  per  quan- 
titates, fub  ligno  exiftentes  : qua  ratione 
2\/ 3 idem  erit , ac \/i2  5 & C\/a  idem  , ac 
v/flc- : pariterque  3^32  idem  erit  , ac 
1/^4  C\/ 3 a idem,  ac  v/3  ac 3. 

Sed  vicillim  ex  quantitatibus  , fub  li- 
gno exiftentibus , poterunt  quandoque 
nonnulla;  extra  lignum  collocari  : fcilicet 
fi  ex  iis  extrahi  polTit  radix,  H ligno  radi- 
cali denominata  . Ita  quia  in  \/ac3  repe- 
ritur  fub  ligno  radicali  quantitas  c3  , ex 
qua  extrahi  poteft  quadrata  radix,  proin- 
de collocabitur  illa  extra  lignum  , fcri- 
bendo  C\/a.  Et  lur.iliter»  quia  in  \/3  5-4 
numerus  ^4  oritur, multiplicando  27  per 
2 » Sc  ex  27  extrahi  poteft  radix  cubica* 
idcifco  collocabitur  numerus  27  extra 
lignum,  fcribendo  3^/3  2. 

Atque  h ic  ratione  perfpicuum  eft,qu3- 

tita- 


1 
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titates  radicales  longe  fimplicius  defi- 
gnari. Quocirca»  ut  ea?dem  quantitates  ad 
iimpliciores  fuas  exprefliones  reducan- 
tur , prxftat  extra  fignum  collocare  eas 
omnes  quantitates  * ex  quibus  elici 
poteft  radix  » a figno  denominata . Ita» 
quia  in  s/qac 3 quadrata  radix  elici  po- 
teft, non  modb  ex  c3  , verum  etiam  ex  4* 
iimplicior  quantitatis  propofita:  exptef- 
fio  erit  2 cv/n  . Et  fimiliter  , quia  in 
v/3  27flc3  extrahi  poteft  radix  cubica 


non  folum  ex  c3  , verum  etiam  ex  27i 
fimplicior  ejus  quantitatis  expreflio  erit 

3C^3  a • 

Vulgb  Algebrilbs  » ad  reducendas 
quantitates  radicales  ad  iimpliciores  fuas 
exprefliones  , dividunt  eas  per  maximam 
poteftatem  , S radicali  figno  denomina- 
tam , qua;  in  iis  continetur  . llt  quia  ma- 
ximum quadratum  , quod  continetur  in 
Aac3,  eft  4C3  , cujus  radix  eft  2Cj  proinde 
divifo  4ac3  per  4C3  , reducetur  quantitas 
radicalis  v/4 ac 3 ad  hanc  aliam  2 c^a  . EG 
fimiliter  quia  maximus  cubus , qui  con- 
tinetur in  27 <ic3,eft  27^3,  cujus  radix  eft 
se;  idcirco  divifo  i7ac3  per  27C3  , muta- 
bitur quantitas  radicalis  s/3  27 ac*  m 


hanc  aliam  3 0- 


Jam  reduftis  quantitatibus  radicalibus 
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ad  fimpliciores  fuas  expreffiones>cognofcl 
poteft,num  ratio, qua:  inter  eas  exiftitj 
fit  commenfurabjlis,  necne.  Si  enim  con- 
tigerit , illas  eandem  fub  fignis  radicali- 
bus  quantitatem  habere  , erit  earum  ra- 
tio commenfurabilis  , ac  rationalis  > ut- 
pote  quie  illa  eadem  , qua;  inter  earun- 
dem  coefficientes  exiftit  j fecus  verh  , fi 
fub  fignis  radicalibus  diverfas  habeant 
quantitates  : qua  ratione  2%/$  ad  4v/? 
erit , ut  2 ad  4 , five  uti  ad  2 ; pariter- 
que  2aJb  ad  zcyb  erit , ut  za  ad  zc  , five 
ut  a ad  c . 

I, 

Additio  radicalium  [m^Vtcium- 

UT  dure  , aut  plures  radicales  finopli- 
ces  addantur  in  unum  , reducenda: 
funt  eae  methodo  jam  tradita  ad  fimpli- 
ciores fuas  expreffiones.  Nam  fi  cotigerit, 
eas  fic  redu&as  eandem  fub  figno  radica- 
Ji  quantitatem  habere,  fiet  additio  , con- 
jungendo fimul  coefficientes  ipfarum,  8c 
fcribendo  fummam  velut  coefficientena 
ejufdem  quantitatis  radicalis. 

Hac  ratione , fi  addenda:  fint  fimul 
quantitates  dua:  radicales  \/8,  Sc  \Zt 23 re- 
duco primum  eas  ad  fimpliciores  fuas  ex- 


C 
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prefliones,  earumque  una  fiet  2x/2 , altera 
6x/2  : unde  quia  fic  redudhe  eandem  fub 
figno  radicali  habent  quantitatem»  addo 
fimul  earum  coefficientes  2»  & 6»  eritque 
fumma  qua;fita  8x/2,  five  \/ia8. 

Similiter  fi  proponantur  in  unum  ad- 
denda; quantitates  dua;  radicales  \/3  24» 

& x/3  648  i reduco  primum  illas  ad  fuas 
fimpliciores  exprefliones  : & quia  earum 
una  fit  2\/3  3 » altera  6x/3  3 j erit  fumma 
quadita  8x/3  3 » five  x/3  15-56  » Atque  ita 
quoque  fumma  quantitatum  radicalium 
v/4 rt,  & x/$a  » erit  jVfl  , five  v/2  fa  j pari- 
terque  erit  qcJa  » five  x/49^1  c3  fumma 
quantitatum  radicalium  v/4<jc3  , 5c 

\/2  J(ZCa. 

Quod  fi  autem  quantitates  radicales 
propolita; » redutta;  ad  fimpliciores  fuas 
exprefliones » non  habeant  eandem  quan-. 
titatem  fub  figno  radicali  i tum  fiet  addi- 
tio » adhibito  figno  f : qua  ratione,  quia 
quantitates  radicales  x/i  2 »&  v/i  8 redu- 
ad  fimpliciores  fuas  exprefliones  fiunt 
ax/j  , Sc  3V/2  i erit  fumma  ipfarum  » vel 
21/3  9v/2»  velx/rS  f x/i2» 

Sed  accidit  interdum,  ut  etfi  quanti- 
tates,ad  fimpliciores  fuas  exprefliones  re- 
vocata;, eandem  habeant  quantitatem  fub 
figno  radicali , adhuc  tamen  addiciq  fieri  _ 

ds- 


I 
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beat » adhibito  figno  f : fcilicet  fi  quan- 
titates fint  litterales  * & coeHicientes  lit- 
teras habeant  diverfas.  Ut  fi  fimul  addere 
velim  quantitates  duas  radicales  \/ac3t  Sc 
*/ab2  j ea;  redudbe  ad  fimpiiciores  fuos 
terminos  eandem  continent  fub  figno  ra- 
dicati quantitatem»  nam  evadunt  C\/a , Se 
'b\/a.  Sed  quia  c cum  b non  aliter  conjun- 
gi poteft  , quam  figno  f •,  erit  fumma  ea- 
rum quantitatum»  vel  C\/afbs/a  » vei 
_____  ■{  : '» 
etiam  c f b^/a,  : » 

Fieri  quoque  poteft  additio  radica- 
lium  fimplicium  fine  ulla  redu&ione 
hac  alia  methodo  , qua»  commodior  erit 
in  quantitatibus  numericis  : capiantur 
quantitates,  fub  fignis  radicalibus  exi- 
ftentes  , Sc  dividatur  major  per  minorem. 
Nam  fi  contigerit,  ex  hac  divifione  talem 
oriri  quotientem  , ut  exinde  elici  poflit 
radix  , quam  radicale  fignum  oftendit* 
eliciatur  radix  ifta  , eaque  unitate  au&a 
fiat  coefficiens  quantitatis  minoris,  fub 
figno  exiftentis  , & habebitur  fumma 
qua;fita.  1 ' / 

Oporteat , exempli  gratia  , addere  in 
Unum  quantitates  duas  radicales  (impii-* 
ces  v/8  , Sc  \/ y 2 : capiantur  quantita- 
tes fub  fignis  exiftentes  72  , & dein- 
de 
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deinde  dividatur  major  72  per  minorem 
8 : & quia  habetur  9 pro  quotiente  , cu- 
jus quadrata  radix  eft  3 j augeatur  radix 
ifta  unitate  j & erit  4G8,  five  v/xa 8 fuin- 
ma  propofitarum  quantitatum. 

Proponantur  fimiliter  addenda;  in 
unum  quStitates  dure  radicale6  fimplices 
\/3  34  , & \/3  648  : quoniam  quantitates 
fub  fignis  exiftentes  funt  1 4 , & 648  j di- 
vidatur major  648  per  minorem  24: 
quumque  pro  quotiente  habeatur  27» 
cujus  radix  cubica  eft  3 j augeatur  radix 
ifta  unitate,  k erit  4</3  24,  fivev/3  1536 
fumma  datarum  quantitatum. 

Quod  fi  autem  divifa  majori  per  mi- 
norem , non  habeatur  talis  quotiens,  ut 
exinde  elici  pollit  radix  , quam  radicale 
fignum  oftendit j tunc  facienda  eft  addi- 
tio, adhibito  figno  f : qua  ratione  , quia 
ex  quotiente  , qui  oritur  dividendo  12 
per  8 elici  nequit  quadrata  radix  ; idcir- 
co fumma  duarum  quantitatum  radica- 
lium  v/8,  & v/i  2 erit  \/8  f \/i  a* 

Jam  fi  quantitati  radicali  addenda  fit 
quantitas  aliqua  commenfurabilis  , ac 
rationalis  , fiet  additio  conjungendo  eas 
figno  f .Sic  ad  addendum  f cum  v/i4> 
fcribo  ff^/14  i pariterque  ad  adden- 
dum 3 cumv/3  (oi  fcribo  3 "f  \/3  iome- 
i ' que 


Digitized  by 


Google 


'Io8  A L O E B R Jt 

que  aliter  fiet , fi  addi  debeat , vel  b cum 
y/a%  vel  b cum  \/3  ajquandoquidem  fum- 
ma  erit  » vel  b f \/  at  vel  b f \/3  a. 

II. 


SubtraWo  radie  alium  fimplicium. 

Similiter , ut  ex  una  quantitate radi- 
cali  fubtrahi  poffit  alia  quantitas 
radicalisjreducenda?  funt  ea;  methodo  fu- 
perius  tradita  ad  fimpliciores  fuas  ex- 
prefsiones  . Nam  fi  contigerit , eas  fic  re- 
ducas eandem  fub  figno  radicali  quan- 
titatem habere  , fiet  fubtra&io , fubdu- 
cendo  coefficientem  unius  ex  coefficientc 
alterius  > & feribendo  refiduum  velut 
coefficientem  ejufdem  quantitatis  radi- 
ca! is. 

Hoc  pa&oyfi  ex  quantitate  radicali 
\/72  fubducenda  fit  quantitas  altera  ra- 
dicalis  v/8  i reduco  primum  eas  ad  fim- 
pliciores fuas  expreffiones  » earumque 
una  fiet  6v/a.  altera  ix/i : unde  quia  fic 
redu&a;  eandem  fub  figno  radicali  habent 
quantitatem  * ex  coefficiente  unius  6 
fubtraho  coefficientem  alterius  a » erit- 
que  refiduum  qua?fitum  4v/» » five  v/52. 
Eadem  ratione , fi  ex  quantitate  radi-* 

calt 


E E t W.  Lib.T.  Cap.y*  109 
tali  \/3  648  proponatur  fubtrahenda 
quantitas  altera  radicalis  \/3  24  j reduco 
primum  illas  ad  fimpliciores  fuas  expref- 
fiones:  Sc  quia  earum  una  fit  6\/3  g,  alte-* 
ra  2k/3  g,  erit  refiduum  qufefitum  4*/*  5* 
five  \/3  192.  Atque  ita  quoque  id,  quod 
remanet,  fubtrahendo  v/9 a ex  y/zf(h  eri® 
2\/a  , five  v/4<i  j pariterque  erit  c^a  , five 
\/ac 3 id  , quod  remanet  , fubduccndo 
y/^ac3  ex  y/$ac3 . 

Quod  fi  verb  quantitates  , ad  fub- 
trahendum  propofitar,  redu&a;  ad  fimpli- 
ciores fuas  exprelfiones,  non  habeant  fub 
figno  radicali  eandem  quantitatem  i tunc 
fiet  fubtra&io,  adhibito  figno  — * : qua  ra- 
tione, quia  quantitates  radicales  \/i  8 » & 
\/i2,redu6ta;  ad  fimpliciores  fuas  expref- 
fiones  , fiunt  gv/a  , & 2\/g  $ erit  vel  g\/» 
— - 2*/g,  vel  \/i  8 — v/.i  2 id  » quod  rcliu- 
quitur,  fubtrahendo  unam  ex  alia. 

Sed  contingit  ut  plurimum,  ut  tamet-- 
fi  quantitates  , ad  fimpliciores  fuas  ex- 
preffiones  revocata;  , eandem  habeant 
quantitatem  fub  figno  radicali , adhuc 
tamen  fubtra&io  fieri  debeat , adhibito  fi- 
gno — : nimirum  fi  quantitates  fint  lit- 
terales , & coefficientes  litteras  habeant 
diverfas.  Ut  fi  velim  ex  <Sac3  fubtrahere 
y/ab^cx  redu&a;  ad  fipipliciores  fuos  ter- 
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minos  eandem  fub  figno  radicali  conti- 
nent quantitatem  j nam  evadunt  Cv/a  * Se 
l^/a  . Sed  quia  b ex  c non  aliter  fubtrahi 
poteft  , quam  per  fignum  — i erit  refi- 
duum  propofita*  fubtra&ionis  > vel  C\/a 

p—  bJa  , vel  etiam  c — bJa. 

Fieri  quoq;  poteft  fubtra&io  radicaliu 
Cmplicium  fine  ulla  redu&ione  hac  alia 
methodo,  qdfe  commodior  erit  in  quanti- 
tatibus numericlsicapiantur  quantitates, 
fub  lignis  radicalibus  exiftentes,  & divi- 
datur major  per  minorem.  Nam  fi  conti- 
gerit , ex  hac  divifione  talem  oriri  quo- 
tientem  , ut  exiode  elici  pofiit  radix, 
quam  radicale  lignum  oftendit,  fiat  radix 
ifta,unitate  diminuta»  coefficiens  quanti- 
tatis minoris,  fub  figno  fuo  exiftentis , Se 
habebitur  refiduum  quadi  tum. 

Oporteat , exempli  gratia  , ex  quanti- 
tate radica  l i v/7  a fubducere  quantitatem 
aliam  radicalem  v/8  v capiantur  quanti- 
tates fub  fignis  exiftentes  7 a,  & 8 i deinde 
dividatur  major  72  per  minorem  8 : Se 
quia  habetur  9 pro  quotiente,  cujus  qua- 
drata radix  eft  3 * minuatur  radix  ifta 
unitate , Se  erit  31/8 , five  v/jz  refiduum 
propofita;  fubtra&ionis. 

■ Oporteat  fimiiiter , ex  quantitate  radi- 
cali 
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cali  v/3  64 8 fubtrahere  quantitatem  alte-., 
ram  radicalem  v/3  24  : quoniam  quanti-, 
tates  fub  fignis  exiftentes  funt  648  , Sc 
24  j dividatur  major  648  per  minorem 
24  : quumque  pro  quotiente  habeatur 
27  , cujus  radix  cubica  eft  3 ; minuatur 
radix  ifta  unitate  , & erit  2v/3  24  , five 
v/3  192  refiduum  fubtra&ionis  propofi- 

tx . " 

Quod  fi  verb  divifa  majori  per  mino- 
rem, non  habeatur  talis  quotiens  , ut  eli- 
ci exinde  poflit  radix  1 quam  oftendit  fi- 
gnum  radicale  $ tunc  facienda  eft  fubtra* 
ilio  , adhibito  figno— : qua  ratione* 
quia  ex  quotiente , qui  oritur  > dividen* 
do  1 2 per  8 » elici  nequit  quadrata  radix* 
erit  ./i  2— \/8  id  « quod  remanet»  fubdu* 
cendo  v/8  ex  v/i*.  ■ t 

Jam  fi  ex  quantitate  commenfurabili 
fubducenda  fit  quantitas  radicalis  » vel 
viciflim  ex  quantitate  radicali  fubdii» 
cenda  fit  quantitas  commenfurabilis  j 
£et  fubtra&io  * conjungendo  eas  ita  qui- 
dem figno  — , ut  fignum  iftud  procedat 
quantitatem  fubtrahendam  , Sic  ad  fub- 
trahendum  V14  ex  f * fcribo  f — v/14  5 
pariterque  ad  fubtrahenduin  $ ex  v/3  j-o* 
fcribo  \/3  fo—  3:  neque  aliter  fiet, fi  fub- 
trahi « debeat  vel  y/a  ex  b % vel  viciflim 
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b ex  \/<*  5 nam  erit  refiduum  j vel  b—+ 
)/&  » yel  */<*  — £. 

- i ’ " 

III. 

i 

Multiplicatio  radicaliunt  ftmpliciuml 

UT  quantitates  fimpiices  radicales 
per  fe  mutui»  multiplicentur,  nul- 
la opus  eft  earum  ad  fimpliciores  luas 
expreffiones  redu&ione,fed  latis  eft  quan- 
titates ,fub  fignisexiftentes,  inter  fe  mu- 
tui» multiplicare , produ&oque  idem  ra- 
idicalefignum  pra:figere.llt  fi  oporteat  \/a 
multiplicare  per  \Zbt  multiplico  primum 
0 per  b , tum  produ&o  ab  pra;figo  idem 
lignum  radicale  , & quantitas  radicaiis 
'%/ab  erit  produ&um  qua:fitum  > fimili- 
ter  produdum,  quod  oritur, multiplican- 
do \/a  per  \/j-,erit  v/io;  atque  ita  quoque 
trit  y/3  50  id  , quod  producitur  » multi- 
plicando \/3  5 per  y/i  10. 

Quod  fi  quantitates  radicales,  ad  mul- 
tiplicandum propofita*  , Tuos  habeant 
coefficientes , necefle  eft  eos  quoque  inter 
fe  mutui»  multiplicare  : qua  ratione  pro- 
du£him»quod  oritur,  multiplicando 
per  jv/A  , erit  6\/ab  ■,  pariterque  id , quod 
producitur  , multiplicando  %\/f  pej* 

4^x0 
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^v/ioeric  i2\/foj  atque  ita  quoque  erit 
acy/ab  produdtum  , quod  gignitur  > mul- 
tiplicando a\/a  p.er  rv£. 

Jam  autem  producum  , quod  oritur 
ex  mutua  quantitatum  radicalium  mul- 
tiplicatione , non  femper  eft  quantitas 
alia  radicalisi  fed  fieri  poteft  , ut  quando- 
que fit  quantitas  commenfurabilis,  ac  ra- 
tionalis : fcilicet , fi  quantitates  , fub  fi- 
gnis  exiftentes,  perfe  mutui)  multiplica- 
ta, producant  quantitatem  , ex  qua  elici 
poifit  radix,  quam  radicale  fignum  oflen- 
dit . Id  namque  quum  accidit , eliciatur 
pra?di&a  radix,  eaque  p»r  coefficientes 
quantitatum  propofitarum  multiplicata, 
produdhim  quaditum  exhibebit,  t! 

Hoc  padto  fi  multiplicare  oporteat 
. 2 s/ab*  per  j multiplico  primum  in- 
ter fe  mutui)  quantitates  l'ub  lignis  cxi-i 
ftentes  ab*  , ; deinde  , quia  ex  hac 

multiplicatione  produ&um  oritur 
cujus  quadrata  radix  eft  ab  , multiplico 
radicem  illam  per  coeflicientes  propofi- 
tarum  quantitatum  , hoc  eft  primo  per  2» 
deinde  per  4 •,  & erit  %ab  produ&um» 
quod  gignitur  , multiplicando  iy/ab^ 
per  4v/a. 

Eadem  ratione  ad  multiplicandum 
a/3  a*  per  3 \/3  a 3 multiplico  primum 

H quan- 
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quantitates,  fub  (ignis  exi  (lentes  : 0 c quo- 
ni3  ex  hac  multiplicatione  producitur  a3, 
cujus  radix  cubica  eft  a, multiplico  deinde 
per  coefficientes  propolitarum  quantita- 
tum 2 , & 3 radicem  illam  a j eritque  6 a 
prcdn&um  » quod  quxritur.  Atque  ita 
quoque  erit  24  producum  , quod  oritur» 
multiplicando  }v/8  per  2\/i  $ & 12  id, 
quod  producitur  » multiplicando  3^3  4 
per  2\/3  1, 

Quo  pa&o  quantitas  radicalis  multi- 
plicari debeat  per  quantitatem  aliam 
commenfurabilem  , ac  rationalem  $ jam 
fuperius  innuimus : nimirum  fcribendo 
primam  poli  fecundam,  nullo  figno  inter- 
jefto.  Hac  ratione  ad  multiplicandum  Wa 
per  c , fcribo  pariterque  ad  multipli- 

candum v/3  b per  o,  fcribo  flv/ 3 b . Atque 
ita  quoque  erit  5V2  producum  » quod 
oritur  , multiplicando  \/2  per  y \ Sc 
4*/ 3 ro  id  » quod  producitur  , multipli- 
cando \/3  10  per  4. 

Sed  fi  quantitas  radicalis  , quam  opor- 
tet per  aliam  commenfurabilem,  ac  ratio- 
nalem multiplicare  , fuum  habeat  coeffi- 
cientemjinultiplicandus  eft  ifte  per  quan- 
titatem commenfurabilem.Quo  pa&o  erit 
<tc\/a  produ&um  » quod  oritur,  multipli- 
cando di/d  per  c j & bci\/3  b producum* 
'■*'  * quod 
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quod  gignitur  t multiplicando  b\' 3 £ pec 
0 . Atque  ita  quoque  erit  20^2  id  » quod, 
producitur»  multiplicando  4^2  per  f » Sc 
12/3  4 id  » quod  oritur  » multiplicando 
3^4  per  4. 

IV. 


Dfaifto  radie  alium  J ?mf  licium . 

• * 

Similiter  » ut  quantitates  fimplices  ra« 
dicales  per  fe  mutub  dividantur* 
haud  quidem  opus  eft»  eas  ad  fimplicio- 
res  fuas  exprefiiones  revocare*  fed  fufiiciet 
quantitates  , fub  fignis  exiftentes,  per  fe 
mutub  dividere  » & quotienti  idem  radi- 
cale  fignum  praefigere . Ut  fi  oporteat  \/ak 
dividere  per  i/a » divido  primum  ab  per  a» 
tum  quotienti  b praefigo  idem  fignum 
radicate. » & quantitas  radicalis  \/b  erit 
quotiens  qua*fitus  » pariterque  quotiens* 
qui  oritur  * dividendo  \/\.q  per  v/f*  eris 
%/ 2 atque  ita  quoque  erit  \/3  c quotiens» 
qui  producitur*di videndo  \/ 3 c*  per  \/3 
& v/3  3 quotiens  » qui  gignitur  * dividen- 
do 3 30  per  \/3  10. 

Quod  fi  quantitates  radicaleS  * ad  divi* 
dendum  propofitae»  fuos  habeant  coeiE- 
cientes*  necefie  eft»eos  quoque  per  fe  mu- 
li X ' tub 

\ 


f 

* 1 


4 

A 


Digitized  by  Google 


Il6  A B « * B R i 

tuo. dividere  : qua  ratione  quotiens  , qui 
oritur,  dividendo  &\Zab  per  2\/fl,e rit  ^\/b-, 
pariterque  quotiens  , qui  producitur,  di- 
videndo i2v/fo  per  4\/io  , erit  jv/f  j at- 
que ita  quoque  erit  a^/a  quotiens, qui  gi- 
gnitur, dividendo  ac\/ab  per  C\/b. 

Jam  autem  quotiens , qui  oritur  er 
mutua  quantitatum  radicalium  divifio- 
ne  , non  femper  eft  quantitas  alia  radica- 
Jis  fed  fieri  poteft  , ut  quandoque  fit 
quantitas  commenfurabilis  , ac  rationa- 
lis: fcilicetjfi  quantitates,  fub  fignis  exi- 
ftentes  , per  Te  mutub  divifie  , producant 
quotientem  , ex  quo  elici  poffit  radix  , 
quam  radicale  fignum  oftendit . Id  nam- 
que fi  contingit,  eliciatur  prafdi&a  radix, 
eaque  multiplicata  per  quotientem  , qui 
oritur  ex  mutua  cnefficientium  divifio- 
ne,  qna?fitum  quotientem  exhibebit. 

Hac  ratione  , fi  dividere  oporteat 
$\/ab3  per  2\/fl,  divido  primiirn  per  fe 
mutuo  quantitates  , fub  fignis  exiftentes» 
Jioc  eft  ab - per  a $ deinde,  quia  ex  hac  di- 
vifione  quotiens  oritur  cujus  qua- 
drata radix  eft  b , multiplico  radicem 
iftam  per  4 quotientem,  qui  oritur,  divi- 
dendo coefficientem  unius  quantitatis  fa« 
dicalis  8 per  coefficientem  alterius  2 t 
quumque  £c  multiplicata  evadat  4 by 

erit 
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erit  4 b quotiens  , qui  gignitur,  dividenda 
8 s/ab*  per  2 \/a. 

Eadem  ratione  ad  dividendum 
6\/3  abi  per  2v/3  a , divido  primum 
quantitates,  fub  lignis  exiftentes  , hoc  eft 
abi  pera:  & quoniam  ex  hac  divifione 
producitur  quotiens  bi  , cujus  radix  cu-: 
bica  eft  b ; multiplico  deinde  b per  3» 
quotientem  genitum  ex  divifione  co ef- 
ficientis unius  quantitatis  radicalis  6 
per  coefficientem  alterius  2 ; eritque 
quotiens  quatfitus . * Atque  ita  quoqu» 
erit  9 quotiens , qui  oritur  , dividen- 
do 6s/ 18  per  2v/a  5 & 8 quotiens  * 
qui  gignitur  , dividendo  4v/3  16  pcc 


2.  # 

Quod  fi  divifio  inftitui  debeat  intec 
quantitatem  radicalem»  & quantitate  aliif 
commen fu rabilem»ac  rationalem;  attolla- 


tur quantitas  commenfurabilis  ad  eam 
poteftatem  , quam  oftendit  radicale  li- 
gnum alterius  ; tum  deinde  fiat  divi- 
lio  . Ut  fi  dividere  velim  \/ab 3 pec 
b , divido  ab*  per  quadratum  ipfius  B , 
hoc  eft  per  b * ; eritque  \/a  quotiens  qu** 
litus.  Pariterque  li  dividere  oporteat  a 
per  v/3  a , divido  cubum  ipfius  a pee 
quantitatem,  exiftentem  fub  ligno  radica- 
li , hoc  eft  ai  per  a , eritque  y/3  a*  quo-' 
H 1 tient 
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dens  propofita  divifionis. 

Csfcterum  notetur  hoc  loco  velim  * 
quod  fi  ex  divifione  quantitatum  radi- 
calinm  oriatur  fra&io  aliqua  ■>  ex  qua 
elici  non  poflit  radix  » de' qua  agitur  > 
tunc  radicale  fignum  y vel  praefigendum 
toti  fra&ioni  ad  modum  unius  y vel 
etiam  tam  numeratori  « qusim  denomi- 
natori : qua  ratione  quotiens  , qui  pro- 
ducitur , dividendo  \Zdb  per  \/c  y erit  vel 
ab  ' \Jab 

, vel  etiam j & fimiiiter  quo- 

c \/c 

tiens  i qui  gignitur » dividendo  \/f  per 

5 'SS 

\/6  erit»  vel  V/— , vel  etiam  — . 

6 y/6 

Sed  fi  ex  numeratore  , denominatoreve 
fra&ionis  elici  polfit  radix  y de  qua  agi- 
tur , non  item  ex  alio  , tunc  ex  quo  ex- 
trahi poteft  radix  illa  y extrahatur  ; ex 
quo  vero  extrahi  non  poteft  y ei  radicale 
fignum  praefigatur*  Ita  quia  dividendo 

a 3 

a*b  per  cb  , oritur  fra&io  — * * ex  cujus 

c 

numeratore  a*  elifci  poteft  quadrata  radix: 
proinde,  fi  dividere  oporteat  s/a*b  per 
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0 ' * * 

's/cb  quotiens  erit  *— • '■>  atque  ita  quoque 
y/bd  \/c 

erit  -■■■—  quotiens  * qui  producitur » di* 
* c 

videndo  \/abd  per  \Zaci* 

j'  ■» 

V- 


Formatio  potejlatum  irt  tadicatibui 
fimpliclbui  * 

Qttemadoiodum  nulla  eft  opus  redu«* 
dione»  quum  quantitates  fimpliceS 
radicales  per  fe  mutub  multipli- 
cantur i aut  dividuntur  i ita  neque 
etiam  ulla  requiritur  redudio  * quotief- 
cumque  quantitates  radicales  ad  datant 
quamcumque  poteftatein  funt  elevanda* 
quum  fatis  fit,  ad  poteftatem  illam  attol- 
lere quantitates  ipfas,fub  fignisexiftentes* 
iiCdemque  Idem  radicale  lignum  prarfige- 
re  , Ita  fi  oporteat*  ad  quadratum  attollere 
quantitatem  radicalem  </3  a * fiat  primb 
quadratum  ei  a i tum  huic  pratfigatuc 
idem  fionum  radicale  *&  erit  »d* 

quod  quaeritur.  Atque  ita  quoque  quan-  ' 
titas  radicalis  j ad  cubum  elevata  < erit 


y/a3t 
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Quod  fi  quantitates  radicales  , qua?  ad 
datam  quamcumque  poteftatem  debent 
elevari  » habeant  fuos  coefficientes  j ne- 
ce fi’e  eft  » eos  quoque  ad  datam  illam  po- 
teftatem attollere.  Qua  ratione  quadra- 
tum ex  2v/3  a erit  4^/3  a3  i Sc  cubus  ex 
2v/fl  erit  8C/fl3.  Atque  ita  quoque  qua- 
dratum ex  ?v/3  f erit  9^/3  2 Sc  cubus  ex 
2v/4  erit  8V/64. 

Sed  hoc  loco  illud  etiam  notare  opor- 
tet , poteftatem  , ad  quam  attollitur 
quantitas  aliqua  radicalis  , non  efle  fem- 
per  quantitatem  aliam  radicalem  j fed 
fieri  pofle  , ut  quandoque  fit  quantitas 
commenfurabilis  , ac  rationalis  : veluti 
fi  poteftas  , ad  quam  elevanda  eft  quan- 
titas radicalis,  fit  illa  eadem  , quam  radi- 
cale  lignum  oftendit.  Tunc  enim  ipfia 
quantitas  , fub  figno  exiftens  , per  qua:li- 
tam  coefticientis  poteftatem  multiplicata* 
id  quod  quieritur  exhibebit. 

Hoc  pado  , fi  ad  quadratum  fit  elevan- 
da quantitas  radicalis  tVd  , multipiico 
quantitatem  , fub  figno  exiftencem  , per 
quadratum  coefficientis  , hoc  eft  a per  c3, 
& erit  ac3  quadratum  qua?fitum.  Simili- 
ter fi  ad  cubum  debeat  elevari  quantitas 
radicalis  2\/3  a , multiplico  quantitatem» 
fub  figuo  exiftentem  > per  cubum  coeffi- 

cien- 
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cientis  > hoc  eft  a per  8,  & erit  8<J  cubus 
qusefitus.  Atque  ita  qucque  quantitas 
radicalis  2v/  <z,  ad  quadratum  elevata?  exit 

Cseterum  quantitates  fimplices  radica- 
les  multb  facilius  ad  quamcumque  datam 
poteftatem  elevabuntur  , fi  confiderentur 
illa;  , velut  poteftates  imperfeffce  ? quan- 
doquidem per  ea  , qua;  fuperius  oftenfa 
funt , fatis  erit  exponentes  ipfarum  du- 
plicare , fi  elevanda  fint  ad  quadratum  * 
feu  fecundam  poteftatem  ; triplicare  , fi 
ad  cubum  , feu  tertiam  poteftatem  ? qua- 
druplicare , fi  ad  quadrato-quadratum, 
feu  quartam  poteftatem  $ atque  ita  dein- 
ceps. 

Ita  fi  oporteat, ad  cubum  elevare  quan- 
titatem radicalem  >/a  , quia  confiderata 
illa,  velut  poteftate  imperfe&a  * exprimi- 

X 

tur  in  hunc  modum  a3  , triplico  expo- 

3 

nentem  ejus , & erit  cubus  quaefitus  a*t 
hoc  eft  \/a  3.  Simii  i ter  quia  y'3<*3  eftidem» 

3.  \ 

ac  a 3 , duplicato  exponente  ejus , fiet 
4 

0 3»  hoc  eft  v/3  a * quadratum  illius . Ae- 
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que  ita  quoque  eritd  3 « live  v/3  a * qua. 
drato-quadratum  quantitatis  radicaln 
i/3  a3  t qua;  exprimitur  etiam  in  hunc 
a i 

modum  a 3 j & a 3 » five  i/3  aS  quadrato- 
cubus  quantitatis  radicalis  c/3  <i,  qua;  de- 

I 

lignatur  etiam  hac  ratione  a 3 
VI. 

Extrattio  radicum  ex  radicalibus  /impii, 
cibus . 


AD  extrahendas  radices  ex  radicali- 
bus fimpjicibus  neque  etiam  necef- 
fe  e(l , eas  ad  fimpliciores  fuas  exprefiio- 
nes  revocare;  quum  fufficiat, illas  extrahe- 
re ex  quantitatibus  » fub  ligno  exiftenti- 
bus  , iifque  idem  radicale  lignum  pra;fi- 
gere.  Ita  fi  oporteat , quadratam  radicem, 
extrahere  ex  v/3  a3  » eliciatur  primb  qua- 
drata radix  ex  quantitate  * fub  figno  exi- 
ftentefl3  » tum  huic  prodigatur  idem  li- 
gnum radicale  « Sc  erit  v/3  a radix  qua- 
drata quaefita.  Atque  ita  quoque  radix: 
cubica  quantitatis  radicalis  \/a3  erit  \/a . 

Sed  fi  quantitates  radicales  i ex  quibus 
radix  quatcumque  extrahi  debet  » fuos 


m ■■ 
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habeant  coefficietesjnecefle  eft,ex  iis  quo- 
que quadratam  radicem  extrahere:qua  ra- 
tione quadrata  radix  quantitatis  radicalis 
9\/3  a 2 erit  }v/3  a •,  radix  cubica  quanti- 
tatis radicalis  8v/<j3  erit  i\Z<i  j pariterque 
erit  2^/3  2 radix  quadrato-quadrata 
quantitatis  radicalis  1 6v/3'  16. 

Jam  fi  fub  figno  talis  exiftat  quantitas» 
ut  exinde  elici  nequeat  radix  » de  qua 
agitur  ; tum  » ut  melius  intelligatur » 
quo  padlo  extrahenda  fit  quadita  radix  » 
prasftat,  quantitatem  ipfam  radica  lem,ve- 
luc  poteftatem  imperfe&am  , confiderare. 


femiflis  fui  exponentis  dabit  exponen- 

* 

tem  radicis  quadrata:  » triens  exponen- 

k: \ 

tem  radicis  cubica:  »•  quadrans  exponen- 

tem radicis  quadrato-quadrata:  » atque 
ita  denceps. 

t 

i- 

Ita  ex  quantitate  radicali  i/3  a extrahi 

1 

'V* 

nequit  methodo  fuperius  tradita  quadrata 

4 | 

radix  : quocirca  ad  illam  extrahenda  con- 
fidero  quantitatem  radicalem  \/3  rtjveluc 
poteftatem  imperfe£lam:&  quia  hoc  pa<5to 

confiderata  » exprimitur  in  hunc  modum 

J ' 

* ■ 

S 

0 3 > fumo  femiftem  fui  exponentis  » 

- 

v- 

, . 

X e 

& erit  a f,  fi  ve  v*  a radix  quadrata  qH*- 

fita. 

\ 

V • 
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fita.Atque  ita  quoque  » quia  v/tf  eft  idem» 

I I 

ac  a ^jerit  o 4 » five  \/4  a radix  quadrata 
quantitatis  radicalis  <Ja . 

Ex  quo  patet»  quod  quotiefcumque 
*x  quantitate»  fub  figno  exiftenteiextrahi 
nequit  radix  » de  qua  agitur  » multiplica- 
ri debeat  exponens  figni  radicalis  per  ex- 
ponentem quadita?  radicis . Sic  ad  ex- 
trahendam radicem  quadratam  ex  quan- 
titate  radicali  v/3  a , multiplico  3 expo- 
nentem fui  figni  radicalis  per  2 exponen- 
tem quaslita;  radicis  » Sc  erit  \/\  a radix 
quaefita  . Pariterque  ad  extrahendam  ra- 
dicem cubicam  ex  quantitate  radicali 
vV» » multiplico  2 exponentem  fui  figni 
radicalis  per  $ exponentem  radicis  qu;efi- 
tar » & liet  i/6  a radix  cubica»  quam  opor- 
tet invenire. 

Quod  fi  quantitares  radicales  Tuos  ha- 
beant coeflicientes  , & ex  iis  extrahi  ne- 
queat quidita  radix  j tum  melius  erit» 
coefficientes  quoque  fub  lignis  radicali» 
bus  reponere  » & radicem  methodo  mox 
tradita  ex  quStitatibus  iliis  extrahere.Ita 
quia  ex  coefficiente  quantitatis  radicalis 
jv/a  extrahi  nequit  radix  cubica»  proinde 
repono  illum  fub  figno  radicali»  & erit 
y^6.  i 8 radix  cubica  quaefita. 

1 . . C%tc-* 
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Ca:tenim  quacumque  radix  extrahen- 
da  proponatur  ex  quantitate  aliqua  radi- 
caJi,  femper  radix  illa  erit  quantitas  alte- 
ra radicalis  , nec  unquam  eire  poterit 
commenfurabilis  , ac  rationalis  . Nam  ut 
talis  exiftat , necefle  eft  , ut  extrada  ex 
quantitate  , fub  figno  exiftence  » radice 
qusiita  , talis  oriatur  quantitas,  ut  ex- 
inde extrahi  quoque  poilit  radix  , ^ fi- 
gno radicali  denominata : quod  profe&o 
quum  contingit , iam  ab  initio  ex  quan- 
titate , fub  figno  exiftente  , extrahi  po- 
terat radix  , quam  radicale  fignum 
oftendit  nec  proinde  erat  quantitas  in- 
commenfurabilis,  ac  radicalis. 

- • . • * * ♦ . 

VII. 

Redu&io  radi caUnm  pmpliciur%  ad  ean- 
dem  denominationem . 

•*  1 • ' * * 

IN  calculo  radicalium  fimplicium  il- 
lud femper  fuppofuiinus  , quod  quan- 
titates radicales  inter  fe  mutub  addenda:, 
■fubtrahenda:  , multiplicanda: , aut  divi- 
denda: fint  ejufdem  denominationis  , five 
idem  habeant  fignum  radicale  : unde 
quia  fiepe  fiepiiis  occurrit , ut  operationes 
ifia?  inftitui  debeant  inter  radicales  diver- 
fae  fpeciei , five  denominationis  5 proinde 

prius 


i 


/ \ 


V » 
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prius  quAm  ad  alia  fermonem  converta- 
mus , non  abs  re  erit , hic  breviter  often- 
dere  , quo  pafto  radicales  diverfi  nomi- 
nis pofiint  ad  eandem  denominationem 
revocari. 

Verutamen»ut  melius  intelligatur»quo 
demum  artificio  radicales  diverfi  nomi- 
nis ad  eandem  denominationem  revocen- 
tur » conducit  plurimum»  quantitates 
ipfas  radicales  ,yelut  poteftates  imperfe- 
&as  ? confiderare.  Sic  enim  fatis  erit » ad 
eandem  denominationem  reducere  fra- 
. Diones,  qua;  fune  exponentes  earum  po- 
teftatum  » quum  hac  ratione  » propter 
communem  eprum  exponentium  denomi- 
natorem  * eadem  quoque  erit  quantita- 
tum radicalium  denominatio. 

Ita  fi  » exempli  gratia  , ad  eandem  de- 
nominationem fint  reducenda;  quantita- 
tes dua;  radicales  i/a  t & i/3  b » confi- 
. dero  illas»  velut  poteftates  imperfe&as  : 
& quia  tali  pa&o  confiderata;»  exprimun- 

* t 

tur  in  hunc  modum  a 2 » & b 3 5 redu- 
co ad  eandem  denominationem  fra&iones 
l t 

duas  — « » & » qua;  fune  exponentes  ea- 

' 2 ? . ' • 

xum  pojeftatum:  Sc  quoniam  e*  fic  redu- 
cto; 
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£1«  fiunt—  >&  — j erunt  d«,  & b*j 
6 6 

hoc  eft  v/6-fl3  , & </6  quantitates  radi- 
cales  propofita;  i reducte  ad  eandem  de- 
nominationem. 

Ex  quo  patet  ■>  ad  reducendas  radica- 
les  duas  ad  eandem  denominationem  « 
primb  quidem  elevandam  eiTe  quantita- 
tem  »-fub  cujufque  figno  exiftentem » 
ad  poteftatem  i figno  alterius  denomina- 
torem  * tum  proprium  cujufque  ligni  in- 
dicem multiplicandum  ede  per  indicem 
alterius  • Nam  in  addudo  exemplo  radi- 
calis  %/fl  abiit  in  v/6  a 3 , & radicalis 
verfaeft  in  \/6  b 3 : in  quibus  clare  liquet 
quantitatem  > fub  cujufque  ligno  exi- 
ftentem  > elevatam  efie  ad  potedatenvv 
denominatam  a figno  alterius  j & pro- 
prium indicem  cujufque  figni  per  indi- 
cem alterius  efle  multiplicatum» 

Sed  quemadmodum  in  redu&ione 
ftionum  ad  eandem  denominationem  » ut 
fimplicioribus  quantum  fieri  poteft  ter- 
minis habeantur  expreflW  , prajftat  prius 
jnquirere»num  denominator  unius  exa6t& 
contineatur  in  denomiuatore  alterius  s 
quum  fi  id  contingat  » fufficiat  illius 
tam  numeratorem  » quam  denominato* 


'iaS  Aio  niue  ^ 
rem  multiplicare  per  numerum  » qui 
oftendit , quoties  denominator  unus  alte- 
rum continet:  Ita  quoque  in  redu&ione 
jadicalium  ad  idem  nomen  * non  abs  re 
erit  » aliquid  non  diflimile  prius  In- 
quirere.. 

Nimirum  qua-ratur  primb»  num  index 
jfigni  unius  quantitatis  radicalis  conti- 
neatur exa&e  in  indice  figni  alterius  > 
quantitatis.  Id  namque  fi  contingat  > ele- 
vetur fola  illa  quantitas  radicalis  ad  po- 
teftatem , denominatam  b numero  » qui 
oftendit,qnotiesunus  index  in  altero  con- 
tinetur»Sc  per  hunc  eundem  numeru  mul- 
tiplicetur index  figni  ejufdem  quanti- 
tatis . Nam  hac  ratione  jam  ideip  erit  fi- 
gnum  utriufque  quantitatis  radicalis,  nec 
altera  quantitas  a fede  fua  mutabitur. 

Ut  fi  velim  » ad  eandem  denominatio- 
nem reducere  quantitates  duas  radica les 
s/c  * & \/6  a ; quia  index  illius  2 contine- 
tur ter  in  indice  iftius  6 * multiplico  in- 
dicem illum  per  ^ & elevata  quantitate 

c ad  poteftatem  , cujus  index  fit  etiam  3» 
«runt  v/6  C3 , & y/6  a quantitates  illa;  radi- 
cales,  ad  eandem  denominatione  redu&a?  > 
atque  ita  quoque  quantitates  dua:  radica- 
les  \/3  a , Sc  v/6  c redu&a?  ad  eandem  de- 
nominationem» erant  v<*  a*t  o 
' j • . CAP. 
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C A P.  VIII. 

• « . * V 

Calculus  radi calium  corapo/rt arum. 

* ; : * ...  . w,  i ' . 

4 V * 

OUantitates  incommenfurabiles,  fiv* 
radicales  dicuntur  ■ compofitas, 
quum  duos  * aut  plures  terminos' habent» 
aife&os  figho  radicali  , ut  \/a  ^ k/c  » vei 
k/o — \/b  ■J’  \/c  . Unde  ficuti  commenfura- 
biles  compofita;  oriuntur  ex  additione , Sc 
fubtra&ione  commenfurabilium  iimpli- 
cium  » ita  quoque  ex  additione,  Sc  fub- 
tr actione  radicalium  fimplicium  nafcun- 
tur  radicales  compofitae. 

Jam  i qui  rite  perceperit  calculum  ra« 
dicalium  iimplicimn  , facili  quoque  ne- 
gotio* calculum  radicalium  compofi- 
tarum  intclliget.  Hinc  monitum  Le&o- 
rem  velim  • ut  niG  prius  promptitudi- 
nem  >&  facilitatem  quandam  in  calculo  * 
radicalium  (impiicium  acquirat , ad  com- 
politarum  calculum  nequaquam  fe  confe- 
rat : nam  oleum  , * operam  perdit  » qui 
fimplicioribus , & facilioribus  non  rite 
intellectis  ad  ea»  qua;  funt  magis  com- 
pofita  , ac  difficilia , animum  convertit. 

In  haruui  porro  quantitatum  calculo 
expediendo  illud  etiam  affumemus  » ut 
. 1 quanti- 


i?o 
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quantitates  , in  quibus  operationes  funt 
inftituenda;  > ex  ejufdem  fpeciei  radicali- 
bus  confient.  Quocirca  fi  quantitates  offe- 
rantur > qpa;  radicajibus  confient  diverfie 
fpeciei ; ex  per  regulam  » in  calce  capitis 
antecedentis  traditam  , mutanda;  funt  ia 
alias  , quarum  radicales  omnes  eandem 
Jjabeanc  denominationem» 


Additio  radicalium  compo fit  arum. 


Adicalium  compofitarum  additio 


fic  commode  poterit  inftitui  ; redu- 
cantur primo  lingula;  cujufque  quantita- 
tis addenda;  partes  ad  fimpltciores  fuas 
expreifiones  ; deinde  conjungantur  fimui 
iifdem  omnino  fignis,  quibus  afficiuntur: 
Sc  fiqujdem  pln res  occurrant  partes  * quae 
eandem  fub  Ggno  radicalj  quantitatem 
habentes  , iifdem  fignis  fint  affefta;.  > ad-r 
dantur  earum  coefficientes^in  unum  i 
quod  fi  veri»  habeant  quidem  fub  ligno 
xadicali  eandem  quantitatem»  fed  ligna; 
fint  contraria,  earundem  coefficrentes  $ 
fe  mutui»  fubtrahantur. 

Ita  fi  quantitati  y/i  ia  — . v/8 b addenda 
fit  quantitas  ya  7 a f » fumma 


I 
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erit  y/jfd  f v/i  8 b . Nam  reduftis  fingulis 
partibus  prima?  aci  fimpliciores  fnas  ex- 
prelfiones  , fiet  illa  iy/ %<t  2y/ 2b  j St  fi- 

militer  redu&is  ad  fimpliciores  fuosr 
terminos  fingulis  fecundas  partibus , 
evadet  ea  3 x/ja  f yv/2^  . Quare  fumm£ 
utriufque  quantitatis  erit  2^/3 a — Wib 
t Wl*  f fy/*&  • Jam  verb  iy/^a  f ]y/f<t 
idem  funt  i ac  f y/tySc  — 'ly/ifrf  <fy/26 
fuat  idem  » ac  ^ ^y/26  . Itaque  eadem 
fumma  erit  fimplicius*- f 
hoc  eft  y/i^a  f y/i8b. 

Eadem  ratione  fumma  > qua?  oritur  ex 
additione  quantitatum  y/20 a y/iSct  & 

y/  4f^a  — - y/%2C  y erit  y/i  ayfl  — c/98c.Nam 
fi  ad  fimpliciores  fuas  exprefiiones  redu- 
cantur fingula?  partes,  tam  primx  , qb^m 
fecunda?'  quantitatis  $ fiet  una  i\/y a 
*■—  3V/2C  , St  altera  3 \/f(i  ■ — 4^/2 c . Quard 
fumma  utriufque  quantitatis  erit  2>/yd 
— Jv/2 c f fy/f a> — 4^26  : & propterea  , 
quia  2y/fa  f jy/f a idem  funt , ac  $Vf<r; 

St  — 3V/2 c — 4v/2C  funt  idem,  it— i 
•jy/ic  j erit  eadem  fumma  fimpliciux 
i 'J  y«  — n^2C  , hoc  eft  y/\  2 j-a  v^8f. 

Quod  fi  inter  quantitates  radicirtei 
alia?  exillant  commenfurabiles  , ac  ratioi 
nales  , id  quod  frequenter  contingere  fo-» 
Iet;tumea?  quoque  fuis  propriis  fiJgnfij 
i z cum 
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cum  aliis  funt  conjungendae  $ fed  quia 
cum  radicalibus  contrahi  non  poliunt, 
fatis  erit,  quum  fieri  poteft, inter  (e  mutub 
Ilias  contrahere  :,qua  ratione  quantitas 
3 a f \\/bc  f 4 \/ac  f \c  , addita  quanti- 
tati — jV bc  f 2\Sac  — . jr  , dabit  pro 
lumma  quantitatem  fa  — i <jbc  f 6\/ac  . 
•—  zc  i & fimiliter  quantitas  ts/zc — 

3 v/^fl  — , addita  quantitati  jv^fl  — 

4J1C  f 8c,  dabit  pro  fumma  quantita- 
tem  ^ic  f %s/ia  f 3c. 


f.Subtraft/o  radie  alium  compofitarun. 


Similiter  fubtradio  radicalium  com- 
pofitarum  in  hunc  modum  commor 
tle  potent  inftitui  : reducantur  primb 
lingula;  cujufqqe  quantitatis  partes  ad 
limplifiores  fuas  expreffiones  , deinde 
conjungantur  fimul , mutatis  fignis  par- 
tibus omnibnsquantitatis'  fubtrahenda;: 
& fiquidem  hac  fa&a  con/un&ione  plures 
occurrant  partes  , qu*  eandem  fub  figno 
fadicali  quantitatem  habentes  , iifdem 
Hnt  affers: , addantur  earum  coef- 
ficieqtes  in  unum  j quod  fi  vero  habeanc 
quidem  fub  figno  radicali  eandem  quan- 
’ 4 ~t'  ""  tita- 


t • j.. 
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titatem  , fed  figna  fine  contraria  * earun-  * 
dem  coefficietes  \ fe  inutub  fubducantur. 

Hocpa&o,  fi  ex  quantitate  v/7S«f* 

\/i8 b fubtrahenda  fit  quantitas  \Ziia  — 
v/8£  , refiduum  erit  \Ziya  f t/fo b . Nam 
redu&is  fingulis  partibus  prima?  ad  fim- 
pliciores  fuas  exprelliones  , fiet  illa  jVg<* 
f 3^/2 b j & fimiliter  redu&is  ad  fimpli- 
ciores  fuos  terminos  fingulis  facunda: 
partibus  , mutabitur  ea  in  hanc  aliam 
av/2 b.  Quare»  fubtrahendo  iltain 
ex  illa  » refiduum  erit  ^</30  f 3'/i£  — 

2 s/^a  f 2 \Zzb.  Jam  verb  jV3«  — av/3» 
idem  funt , ac  3^30  i & f ?v/2 b f 
funt  idem  , ac  f • Itaque  idem  refi- 
duum fimplicius  erit  3^30  f * ^oC 

eft  v/27«  t v/5'°^*  , - * v 

Eadem  ratione  refiduum  , quod  oritur* 
fubtrahendo  quantitatem  \/2oa  — 
ex  quantitate  x/iafJ  — V/98C  » erit 
_W32C.  Nam  fi  ad  fimpliciores  fuas  ex- 
prefliones  reducantur  fingula;  partes,  tam 
prim» » qu&m  fecunda:  quantitatis  , fieC 
una  2v/ffl—  3^2^,  & altera  sVya — 

Quare, fu btrahedo  illam  ex  ifta»  refiduum 
erit  — 7y/2C  ~ t ^3C  • 

Unde  quia  jVftf  «—  av/ffl  idem  fuat , ac 
3 N/yrt*  & — 7v/2C  f 3v/'ac  funt  idem  , ac 
— 4v/ac  ; erit  idem  refiduum  fimpliciu* 

I 1 ' 
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2 i/fa  — 4 \/ac  > hoc  eft  v/4ffl  — v/.?  af. 

Quod  fi  inter  partes  radicales  quanti- 
tatislubtrahenda:  alia;  exiftant  commen- 
furabiles  , ac  rationales  , id  quod  non  ra- 
rb  folet  evenire  j tum  ea;  quoque  , muta- 
tis fignis  , adjungenda;  funt  partibus 
quantitatis  , ex  qua  fieri  debet  fubtra&ioj 
fed  quia  cum  radicalibus  illius  contrahi 
non  poflunt  » fatis  erit  eas  contrahere 
cum  aliis  commenfurabilibus  * fi  qua: 
fint  in  hac  altera  quantitate qua  ratione 
quantitas  2 a f \\fbc  ^ 4\/ac,},^Cjfubtra6ia 
ex  quantitate  ^a  •—  i\/bc  f 6\/ac  • — 2 c» 
dabit  pro  refiduo  quantitatem  5 a — j ^bc 
'f  2 v/flc  — fC  i atque  ita  quoque  erit  7 v/ic 

2^/^a yc  refiduum  » quod  oritur  » 

fubcrahendo  quantitatem  — ^iC 

f %c  ex  quantitate  altera  jv/2 c f 3 </3« 

fjc. 

III. 


Multiplicatio  radie  alium  cmpofltarum. 

€ • 

Olluantitates  radicales  compofita: 
multiplicantur  per  fe  mutub  ea- 
dem planb  ratione  * qua  fit  multiplicati?, 
quantitatum  comtnenlhrabiliu  compofi- 
tarfftnimirum  multiplicSdo  lingulas  par- 
tes unius  per  lingulas  partes  alterius  ; Sc 
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fcribendo  produ&a  figno  f » quum  quan- 
tit^fes  ad  invicem  multiplicanda  iifdem 
lignis  afficiuntur  j & vicilfim  ligno—» 
quum  contrariis  fignis  fu nt  affecta;. 

Hac  ratione  li  quantitas  </a  — \/b 
multiplicanda  fit  per  aliam  \/c  *—  \/d  » 
multiplico  primum  \/a  per  \/c  > eritque 
producum  v/ac*  deinde  multiplico  * — • \/B 
per  \/c  » & orietur  exinde  produ&um  — 
> /bc  » ad  hsc  multiplico  \/a  per  * — * \/dy  Sc 
producetur  — \/ad  » denique  multiplico 
— \/b  per . — \/i  » eritque  f \Zbd  id  » quod, 
ex  hac  multiplicatione  producitur  : qUa 
ratione  additis  in  unum  omnibus  illis 
quantitatibus, fiet  produ&um  totius  mub 
tiplicationis  i/ac  — < \/bc — > \/ad  f \/bd. 
Eadem  methodo  inftituenda  e (l  etiam 
multiplicatio  , quotiefcUmque  inter 
quantitates  radicales  alia;  exillunt  com- 
menfurabiles  , ac  rationales.  Ut  fi  velim 
multiplicare  a f \/ab  per  c *—  \/ac  » mul- 
tiplico primum  a per  c, deinde  f \Zab  per 
c,poftea  a per  — \/ac  , ac  denique  f s/ab 
per  — v/ac  : qua  ratione  orietur  produ- 
ftiim  ac  f c<jab  •—  U\/ oc  — a\/bc.  Atque 
ita  quoque  producum, quod  oritur,  mul- 
tiplicando 3 ‘f  per  f — * v/j  , erit  i f f, 

W*  _ w — ts/6* 

Quamquam  autem  pro  multipu- 
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catione  quantitatum  radicalium  haud 
quidem  uecefle  fit  , eas  ad  fimplicipres 
fuas  expreffiones  revocare  ; attamen  uc 
facilius  cognofci  poiTit  , qua?  produda 
partialia,  perada  multiplicatione,  funt  fi- 
mul  conjungenda  , aut  £ fe  mutuo  fub- 
trahenda,  pra;ftat  quantitates  omnes  ra- 
dicales,ante  multiplicationem,  ad  fimpli- 
ciores  fuos  terminos  reducere. 

Ita  fi  multiplicari  debeat  \Zy2  ~ v/4f 
per  \/6o  — \/24  , produdum  erit  >/43 20 

. . v'2 700  •—  \/i 7 2 8 \/ioSo  , in  quo 

non  ita  facile  apparet  » num  partes  ejus 
inter  fe  mutub  contrahi  poifint.  Sed  re- 
dudis  ad  (impliciores  fuas  expreiliones 
fingulis  utriufque  quantitatis  partibus 
radicalibus  , quia  una  fit  6\/ 2 — 

, altera  2\/i  f — 2v/6  , erit  produ- 
dum  ex  ipfarum  multiplicatione  1 2v/*0 
— 6\/7  f — 1 2\/i  2 f 6\Z?o  : in  quo  non 
modb  ultrb  liquet,  1 2v/jo  f 6^2,0  idem 
efle  , ac  i8v^qojfed  facile  etiam  perci- 
pitur , contrahi  quoque  pofle  inter  fe  — 
— 1 iv/i  2 , quum  illa  , ulterius 
reduda,  fit  — 30^/3  , h;ec  — 24V/3  : adeo 
ut  ambx  fimul  idem  valeant  , ac  — 

T4*/3m 

Sed  przeftat  quoque,  quantitates  omnes 
radicales,  ante  multiplicationem,  ad  fim- 
‘ , . .fli-» 
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pllciores  fuos  terminos  reducere  , ut  faci- 
lius cognofci  poflit  , qua;  produdta  orian- 
tur rationalia  , qu*ve  irrationalia.  Ita 
multiplicando  \/i  80  per  v/i  2 y , non  ali- 
ter cognofci  poteft,  num  produ&um  inde 
ortum  ^225-00  fit  rationale  , nec  ne, 
quam  extrahendo  radicem  quadratam  ex 
225-00.  Sed  reducis  radicalibus  illis  ad 
fimpliciores  fuos  terminos  , quia  una 
fit  , altera  jVf  ■,  clare  liquet»  produ- 
ftum,quod  ex  earum  multiplicatione  ori- 
tur,rationale  efle  , quum  fit  i fo. 

• IV.  . 

Elevatio  ra&icalium  ccmpoji  tarum  ai 
quaiticumque  pote  Jiat  em . 

Similiter  quantitates  radicales  compo- 
fit*  elevantur  ad  quamcumque  d^« 
tam  poteftatem  eadem  omnino  ratione, 
qua  ad  eam  attolluntur  quantitates  cona- 
polita?  rationales  : nimirum  capienda 
quadrata  partium,  duplumque  ejus,  quod 
oritur  ex  mutua  earum  partlnm  multi- 
plicatione , fi  ad  quadratum  fint  elevan- 
da: 5 vel  Tumendo  cubos  partium  , tri- 
plum ejus  , quod  oritur,  multiplicando 
quadratum  primae  pes  fecupdam  , tri- 
-■ -i  plura- 


\ 


t 


\\ 


;C  j 


•i* 


Digitized  by  Google 


9 


y?8 


...  - — ir 

A T>  6 fi  B R M 


plumqueejus  , quod  producitur  , multi- 
plicando quadratum  fecunda:  per  pri- 
mam * fi  elevanda:  fint  ad  cubum  ; atque 
ita  deinceps  : Sc  confiderando  quoque  ve- 
lut  unam  omnes  priores  partes  , quotief- 
cumque  propofita:  quantitates  ex  pluri- 
bus , quam  duabus»  partibus  condant. 

Hac  ratione  fi  quantitas  radicalis  com- 
pofita  , ad  quadratum  elevanda  » fit  v/fl  f 
i/c  fiat  primb  quadratum  ex  v/fl  » id 
quod  erit  a j deinde  fumatur  duplum 
ejus  » quod  producitur  multiplicando  k/h 
per  \/c  » id  quod  erit  i\/ac  denique  fiat 
quadratum  c ex  parte  altera  9c : Sc  addi- 
tis in  unum  omnibus  iftis  quancitatibus, 
fiet  quadratum  quantitatis  propofita:  a j* 
is/ac  f c.  Sed  fi  ad  quadratum  fit  ele- 
vanda quantitas  \/a  f <jb  f \/c  » qua:  tri- 
bus ex  partibus  conftat » fiat  prim5  qua- 
dratum ex  duabus  prioribus  partibus, ve- 
lut  una  confideratis  , i /a  f \/b  » quod  erit 
n f i\/ab  'f  b ; tum  capiatur  duplum 
ejus  , quod  oritur,  multiplicando eafdem 
priores  partes  i /a  f \/b  per  partem  ter- 
tiam \/c , nimirum  Wac  f 2\/bc  ■,  deni- 
que fiat  quadratum  c ex  parte  tertia  v/c: 

Sc  additis  fimul  omnibus  iftis  quantitati- 
bus , erit  quadratum  quantitatis  propo- 
fita; a f 2\/Mb  f b f 2s/nc  f 2\SbQ  f C. 

Ea- 
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Eadem  ratione  » fi  quantitas  xadicalis 
compofita  , ad  cubum  elevanda  , fit  \/a  f 
\/c  j fiat  primb  cubus  ex  v/fl  » qui  erit 
\/a3jtum  fumatur  triplum  ejus>quod  ori- 
tur » multiplicando  a » quadratum  prima: 
partis  v/o»in  partem  alteram  x/c , nimirum 
qa^/c^porro  accipiatur  triplum  ejus9quod 
producitur»  multiplicando  c»  quadratum  , 
alterius  partis  x/ct  in  partem  primam  v/tf» 
fcilicet  jrVfl  » denique  fiat  cubus  ex  par- 
te altera  v/c»  qui  erit  \/c3:qua  ratione  ad- 
ditis in  unum  omnibus  iftis  quatitatibus» 
fiet  cubus  quantitatis  propofita;  v/«3  *|< 
3(i\/c  f jc\/o  f \/c3.  Sed  fi  ad  cubum  fit 
elevanda  quantitas  x/a  f \/b  f x/c  » qua: 
tribus  ex  partibus  conflat » confiderentur 
dua;  priores  velut  una  ■»  & fumptis  iif- 
dem  quantitatibus  » prodibit  cubus  qua?- 
fitus  x/ai  f %as/b  ^ 5 bx/a  f Jb3  ^ %ax/c 
Sx/abc  ^ -]b\/c  f qc\/a  f jcv/b  \/c3. 

Etfi  autem  in  exemplis  adducis  fi» 
gna  quantitatum  radicalium  alTumpta 
fuerint  quadrata  j eadem  tamen  erit  ope- 
randi ratio  » fi  figna  fuerint  cubica  « aut 
alterius  cujufcuque  fpeciei.  Ita  fi  ad  qua- 
dratum fit  elevanda  quantitas  radicalis 
compofita  </3  a f v/3  C » fiat  quoque  qua- 
dratum» tam  ex  x/3  a,  quam  ex  x/3  c » ca» 
piaturque  etiam  duplum  ejus , quod  ex 
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earum  partiam  multiplicatione  produci- 
tur 5 & erit  v/3  a3  f iv/3  ac  f v/3  cs  qua- 
dratum quieficum.  Similiter  ii  ad  cubum 
oporteat  attollere  eandem  quantitatem 
radicalem  v/3  a f v/3  c fiat  etiam  cubus, 
tam  ex  v/3  o , quim  ex  v/3  f * capiaturque 
adhuc,  tum  triplum  ejus,  quod  produci- 
tur , multiplicando  quadratum  primar 
partis  per  fecundam  , cum  triplum  ejus, 
quod  oritur  , multiplicando  quadratum 
(ecundse  per  primam  i & erit  a ■}•  }\/3  a3c 
•J-  ^v/3  ac 3 f c cubus  , qui  quseritur. 

lnterim,etfi  eadem  fit  operandi  ratio  , 
quodcumque  fignum  habeant  quantitates 
radicales  j illud  tamen  hic  velim  obfer- 
vetur  , quod  quotiefcumque  figna  quan- 
titatum radicalium  eofdcm  habent  indi- 
ces eum  poteftate  , ad  quam  ilhe  funt 
elevanda; , tot  femper  termini  necefiarii» 
oriantur  rationales  , quot  funt  partes 
in  quantitatibus  propofitis.  Ita  quadra- 
tum ex  v/a  f \/b  eft  a f iy/ab  f i , ubi 
duo  funt  termini  rationales  * & fimiliter 
quadratum  ex  v/a  f \Zb  f v/c  eft  a f 2 \/ab 
f b f 2 \/ac  ^ 2\/bc  f c , ubi  tres  occur- 
runt termini  rationales.  Atque  ita  quo- 
que cubus  ex  v/3  a f v/3  b eft  a f ^v/3  a3b 
f }v/3  ab 3 f b , qui  duos  rationales  ter- 
minos continet  j pariterque  cubus  ex 

v/.3  q 
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v/3  a f i/3  b f \/3  c elU  a f jv/3  a*B  *}• 
gv/3  ab 3 ^ b f j\/3  <j3c  f 6\/3abc  f 
Jv/3  b3c  ^ %\/3  ac 3 f 3 v/3  &73  f c j in  quo 
tres  exiftunt  termini  rationales. 

7.  v.  / 7 ..  ... . 

Pr separatio  ad  divifionem  radicaliam 
compafitarura . 

UT  divifio  radicalium  compofitarum 
commode  peragi  queat  * tradenda 
prius  eft  methodus  > qua  inveniri  poflit 
quantitas  contraria  cuiufcumque  data; 
radicalis . Voco  autem  data;  alicujus  radi- 
calis contrariam  quantitatem  , quae  talis 
eft  , ut  fi  per  eam  data  quantitas  radica- 
lis multiplicetur,  id,  quod  producitur,  fit 
quantitas  alia  commenfijrabiiis  , ac  ra- 
tionalis. Sic  quantitatis  radicalis  v/3  a 
erit  v/3  a 3 quantitas  contraria  quia  fi 
dua;  ifta»  quantitates  multiplicentur  pee 
fi? mutuo»  prodibit  quantitas  rationalia 
e,.  Et  fimiliter  quantitatis  radicalis  v/a 
\/c  erit  >/o  *—  v/c  quantitas  coqtraria^ 
quia  id  , quod  producitur  ex  mutua  illa* 
xum  quantitatum  multiplicatione  * ety. 

.*  i'  . j : 

0 JiFP  data  qua utica,»?  rqdfcajfc  e& 

fim- 
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fimplex  > facile  erit  ejus  quantitatem 
contrariam  invenire.  Elevetur  fiquidem 
data  qnantitas  ad  poteftatem»  cujus  index 
fit  unitate  una  minor  indice  figni  radi- 
calis  $ 5c  erit  poteftas  ifta  quantitas  con- 
traria quajfita.  Qua  ratione  fi  \/a  fit  d^a 
quantitas  radicalis  , erit  ejus  quantitas  ' 
contraria  ipfamet  quantitas  data  \/a  i 
quippe  » propter  indicem  figni  radica- 
lis 2 , elevanda  eft  ad  poteftatem  » cujus 
index  fit  r.  Sed  fi  data  quantitas  radica- 
lis fit  v/3  a » erit  ejus  quantitas  contraria 
v/3  a1  jquandoquidem,  propter  indicem  li- 
gni radicalis  3 , elevanda  eft  quantitas  da- 
ta v/3  a ad  poteftatem  » cujus  index  fit  2» 
hoc  eft  ad  poteftatem  fecundam,  live  qua- 
dratum. 

Hujus  regula;  ratio  eft  adeo  clari  , ut 
crediderim  Lettorx  moleftiam  afferre » (i 
vel  faltem  indicare  eam  hic  vellem.  Tan- 
tum notabo  » quantitatem  contrariam» 
qua;  per  hanc  regnlam  invenitur  , con- 
trahi qutldoque  po/Teilfcilicet  qifum  quan- 
titas radicalis  data  ad  poteftatem  aliquam 
elevata  fub  figno  repentur,  Ita  fi  radica- 
lis data  fit  vi  a1,  & quaeratur  ejus  quan- 
titas^contrarftl  ea  per  regulam  traditam 
erit  \/3  <j4jfed  perfpicuum  eft,poffe  etiani 

hoc  munere  ftmgi  quatitatem  i/3'h.Qup- 

"*  ' * ■ 
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circa  , ut  quantitas  contraria  , quantum 
potcft  , fimplicior  habeatur  j contrahi  ea 
poterit,  dividendo  quantitatem, fub  figno 
exiftentem  , per  maximam  poteftatem  , k 
figno  denominatam  , qua;  in  illa  contine- 
tur, r 

Quod  fi  data  quantitas  radicalis  fit 
compofita  j eadeinque  duas  habeat  partes, 
invenietur  ejus  quantitas  contraria  hoc 
artificio ; muteyir  uni  ejus  parti  fignum 
f , aut  . — , quo  afle&a  reperitur  , & fa- 
&a  hac  mutatione,  elevetur  quantitas  to- 
ta-ad  poteftatem  , cujus  index  fit  unitate 
una  minor  indice  figni  radicalis  : quippe 
fi  deinde  ex  terminis  hujus  poteftatis  de- 
leantur coelficientes,  hoc  eft  numeri  defi- 
gnantes  , quoties  termini  illi  fumi  de- 
beant in  poteftatejerit  ipfa  illa  poteftas»ex 
cujus  terminis  deleti  funt  coefficieates , 
quantitas  contraria  qua;fita. 

Hac  ratione  fi  quantitas  data  radicalis 
fit  \/a  f \Sb , erit  ejus  quantitas  contraria 
yja  — \/b  : nam  quum  index  figni  radi- 
calis fit  z > elevanda  eft  quantitas  v/fl  — 
y' b ad  poteftatem  , cujus  index  fit  1 j & 
propterea  quantitas  contraria  quadita 
erit  ipfamet  quantitas  v/tf  — Sed  fi 

data  quantitas  radicalis  fit  i/3  a f y/3  b* 
erit  ejus  contraria  quantitas  s/3  a3  — > 

~ Vi  ah 
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n/3  ab  v/3  b3  : nam  quum  index  figni 
radicalis  fit  5 « elevanda  eft  quantitas- 
^3  a — - v/3  ^ ad  poteftatem » cujus  index 
fit  a , Hoc  eft  ad  poteftatem  fecundam  • 
five  quadratum:  proindeque»  deletis  coef- 
ficientibusex  terminis  ejus,  fiet  v/3  a:  *— * 
v/3  ab  f y/3  b 3 quantitas  contraria  qurefi- 
ta.  . 

Nec  obfcura  erit  hujus  regula;  ratio  , (1 
confideremus,  quod  ficufi  multiplicato 
a f b per  a — producitur  <i3  — - £3  i fic 

multiplicato  a f £ per  a3  •—  f £3,pro- 
du&um  oriatur  <j3  £3  * & multiplica- 
to a f b per  a 3 — ~ f fl£3  — • hi  , pro- 

du&um  fiat  u4  — /;4  , atque  ita  deinceps. 
Hinc  enim  clare  liquet , qund  fi  a f b re- 
ferat quantitatem  radiCalem  , ejus  quan- 
titas contraria  debeat  efle  a—-b  , quum 
index  figni,  radicalis  eft  2 , 0*  — ab  f 
b 3 » quum  ille  index  eft  3 , a3  ~~a3b 
^ ab3  — A|*quum  idem  index  eft  4;atqiue 
ita  de  aliis:  quandoquidem  fa&a  unius 
per  aliam  multiplicatione  , Habebuntur 
dumtaxat  in  produ&o  ipfarum  a*  & b ex 
poteftates  , quas  index  figni  radicalis 
oftendit. 

; Eadem  autem  eft  operandi  ratio,  fi  una 
«x  duabus  partibus  radicalis  propofitx  fit 
eommeafurabiiis  , ac  rationalis.:  na*v 
- fetn- 
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femper  producta  alia  , contrarietate  ligno- 
rum, fefe  mutub  deftruunt , & dumtaxat 
remanent  ipfarum  partium  poteftates  il- 
lae , quas  index  ligni  partis  radiculis 
oftendit : qua  ratione  fi  quantitas  radicu- 
lis data  fit  0 f \Zc,  & quasratur  ejus  quan- 
titas contraria  , erit  illa  a — . k/c  ■,  & ii- 
militer  fi  data  quantitas  radicalis  fit  a f 
x/3  c , erit  ejus  contraria  quantitas  a 3 
c f\/ 3 c3. 

Quod  fi  quantitas  radicalis  tres  partes 
habeat  , paulb  difficilior  erit  contraria: 
quantitatis  inventio.  Interim  pro  iis  j 
in  quibus  index  figni  radicalis  eft  2 * in- 
veniri poteft  hac  arte.  Sit  \/a  f \/b  f t/c 
quantitas  propofita.  Mutetur  uni  ejus 
parti  * puta  \/c  , fignum  , quo  affe&a  re» 
peritur  5 multiplketurque  i/fl  f \/b  f* 
\/e  per  v/0  f \/b  •—  y/c.  Et  quoniam  e* 
hac  multiplicatione  producitur  quanti- 
tas flf  b — trf  2 \/ab  , in  qua  unicu* 
tantum  terminus  afficitur  figno  radicali  5 
confiderari  illa  poterit  , velati  radicalis 
duabus  partibus  conflans  : & propterea  fi 
rurfus  multiplicetur  per  contrariam 
jpfius  a f b »—  c — 2 y/abi  orietur  tandem 
qisantitas  omnino  rationalis  a 3 <—  2 ab  f 
b 3 — - 2 ac  <—  2 bc  f c3.  Unde  quia  quan- 
titas propofita  evadit  rationalis  » multi- 
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plicando  eam  primb  per  i/a  f i/b  — - \/c  » 

* £t  deinde  per  a f b — • c — 2 i/ ab  \ erit 
ejus  quantitas  contraria  producum,  quod 
oritur  » multiplicando  \/a  f i/b  — . i/c  per 
2i/ ab. 

Pro  iis  autem  » in  quibus  index  ligni 
radicaljs  eft  3»  juvabitur  Tyro  nofter  hac 
regula.  Sit  i/3  a •— .y*  bf\/3c  quanti- 
tas propoftta.  Sumantur  tam  quadrata 
partium  omnium  » quam  produ&a  ex 
lingulis  binis  earundem  partium , illa 
quidem  propriis  fuis  iignis  » hxc  lignis 
omnino  mutatis  i tum  addantur  omnia 
in  unum»  & per  fummam  » qua;  inde  ori- 
tur , y/3  a3  fi/3b-^  i/3  C2  f i/3  ab— , 
%/*  ac  f y/3  bc  multiplicetur  quanti- 
tas propofita  i/3  a* — , i/ 3 b f i/ 3 c.  Quum 
pnim  ex  hac  multiplicatione  producatur 
quantitas  a b f c . — gv/3  abc » in  qua 

unicus  tantum  terminus  afficitur  ligno 
radicali ; confiderari  hxc  poterit » veluti 
radicalis  duabus  partibus  conftans  : quo- 
circa» (i  per  ejus  contrariam  quantitatem 
multiplicetur  fumma  illa  fupeuus  confti- 
tuta » erit  productum  quantitas  contra- 
ria qua;  lita 

Jam  quemadmodum  pro  radicalibus* 
qua;  plures  habent  partes  » qulm  tres,inu- 
(ile  eft  regulas  cudere  > quibus  earum 

con- 
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contraria?  quantitates  poflint  inveniri  ; 
quum  cantum  non  impoiiibile  iit  » nt  iis 
quandoque  uti  debeamus.  Ita  neque  et- 
iam neceffarium  exiftimo  , regulas  afferre 
pro  inveniendis  quantitatibus  contrariis 
earum  radicalium  » qu;e  habent  quidem 
tres  partes  > fed  index  (igni  radicalis  ter- 
narium excedit quuin  non  ita  frequens 
jit  ufus  ipfarum  » & quum  requiruntur» 
poflint  facillime  per  analyGm  inveniri. 
Unde»  ne  Lectorem  diutius  detineam  , ad 
divifionem  radicalium  compofitarum  , 
ubi  cernitur  hujus  doclrina;  ufus » gra- 
dum facio. 

VI.  v 

: ' • r 

Di  vi  fio  radicalium  compof tarum* 

QUantitates  radicales  compoflta;  di* 
vidi  poffunt  per  fe  mutui)  eadem 
quoque  ratione  » qua  fit  divifio  quantita- 
tum commenfura bilium  . Proponatur  > 
exempli  caufa  ? dividenda  quantitas  radi- 
calis y/ac  — • y/ic  — v/fld  ^ \/bd  per  quan- 
titatem aliam  radicalem  y/a  — \/b . Di- 
vido primum  y/ac  per  \/a  : 8c  quia  multi- 
plicato divifore  \/a  — \/b  per  quotien- 
tem  \/c  » producitur  quantitas  \/ac  — 
y/bc , quae  fubtra&a  ex  quantitate  divi* 
K a den- 
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denda  y relinquit  — x/tfd  f \Sbd  » divido 
fecundb  — \/ad  per  x/fl  : quumque  quan- 
titas , qua;  producitur  y multiplicando 
diviforem  x/fl— - x/£  per  alium  illum  quo- 
ticntem  x/dyfit — v/tfd  f , qua» 
fubdu&a  ex  illo  refiduo  y relinquit  nihil} 
concludo  y quotientem  totius  divifionis 
tfle  \/c  — \/d  . 

Similiter  y fi  dividenda  proponatur 
'quantitas  radicalis  x/18  — .x/12 — x/ij 
•f  v/10  per  quantitatem  aliam  radicaiem 

— x/z  } divido  primum  v/18  per  x/^: 
& quoniam  quotiens  hujus  divifionis  eft 
quantitas  x/6  y qua;  multiplicata  per  di- 
viforem x/3  ■ — v/ay  producit  quantitatem 
v/r  8 — x/12  y fubtraho  quantitatem 
illam  ex  quantitate  dividenda  : & quia 
relinquitur  • — x/iyf  1/10  y divido  fe- 
cundb - — \/i  j-  per  x/j  : quumquey multi- 
plicato quotiente  illius  divifionis  — x/j” 
per  diviforem  x/3  — v/2  y oriatur  quanti- 
tas — x/  iyfx/ioyqusfubducla  ex  illo  re- 
iiduoyrelinquit  zero  y five  nihilumyproin- 
«le  quotiens  propofits  divifionis  erit  x/6 
r-Vf, 

. Jam  fi  fieri  poifit , ut  divifor  unicum 
terminum  contineat  y haud  dubie  longe 
facilius  divifio  perficietur.  Ut  fi  velimy 
exempli  grati»  > dividere  x/i»  f i/i  f~— 
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y/6  v/i  i per  v/?  , nulla  occurret  in  di- 
vifione  difficultas ; quia  eb  res  redit,  ut 
quatuor  radicales  fimplices  per  unam, 
eandemque  radicalem  quoque  fimplicem 
dividatur.  Id  itaque  poteft  obtineri  , fi 
methodo  , fuperius  tradita  , inveniatur 
quantitas  contraria  diviforis  , per  quam 
tam  divifor  , quiim  quantitas  dividenda 
multiplicetur.  Nam  quum  divifor  eva- 
dat rationalis  , unicum  tantummodo  ter- 
minum continebit  i & proinde  res  , qub 
velimus  , reducetur. 

Multiplicari  verb  debet  per  quantita- 
tem contrariam  diviforis , tum  divifor  , 
tum  quantitas  dividenda  , ut  divifio  pro- 
pofita  non  alteretur,  & unus  idemque 
quotiens  utraque  operandi  ratione  inve- 
niatur. Nptum  quippe  eft  , divifione  non 
aliud  qusri , quam  quoties  una  quantitas 
in  alia  contineatur  , five  qua?  ratio  inter 
duas  quantitates  exiftat  : proindeque* 
quia  dux  quantitates  eandem  inter  fe  re- 
tinent rationem  , quotiefcumaue  ambae 
per  eandem  quantitatem  multiplicantur* 

perfpicuum  eft,  mutuam  duarum  quanti-  C 

tatuin  divifionem  non  alterari  , quum 

tam  divifor  , quam  quantitas  dividenda  1 

per  unam  eandemque  quantitatem  mul- 
tiplicatur. 

K.  g Hag  ,1 
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Hac  ratione  quotiens  , qui  oritur»  d 1— 
videndo  i 2 oer  3 , eft  4 j qui  etiam  repe- 
ritur  > fi  multiplicetur  tam  1 2 , qulm  5 
per  unum  eundemque  numerum  f > Sc 
dividatur  60  per  1 f . Similiter  quotiens, 
qui  oritur»  dividendo  ab  per  a , eft  b » Sc 
fi  utique  multiplicetur  tama  » quam  ab 
pera  , dividarurque  abc  per  ac  » pro- 
dibit idem  quoque  quotiens Quocirca 
quotiefcumque  quantitas  radicalis,  qua: 
locum  tenet  diviforis  , multiplicatur  per 
contrariam  ejus  quantitatem  , ut  fiat  ra- 
tionalis i ne  propofita  diviiio  alteretur, 
multiplicanda  eft  etiam  per  eandem 
quantitatem  contrariam  quantitas  di- 
videnda. 

proponatur  itaque  dividenda  quan- 
titas \/24fv/8  per  »/5-  f \/g.  Capiatur 
quantitas  contraria  diviforis  , qua:  per 
regulamjfuperiiis  craditam,eritv/y  — v/;. 
.Multiplicetur  per  eam»  tam  quantitas 
dividenda  ^/24  -f*  »/8  > quam  qua:  divifo- 
xis  locum  tenet  v/f  f fiet  una  v/i  20 
f \/4o  — • »/  72  — v'24')  altera  2»five  v/4. 
Denique  dividatur  t/i  20  f v/40 —v/? a 

v/24  per  ^/4  i & erit  \Zjo  f i/io  — 
y/iS-—\/6  quotiens  propofita:  divifio- 
«is. 

Proponatur  fimiliter  dividenda  guan- 
'»  'I  : ti ta* 
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citas  \/i  8 - — \/i  2 •— • v/i  y f v/x  o per  \/% 
v/a.  Capiatur  quantitas  contraria  di- 
viforis»qua?  juxta  regulamtfuperius  tradi- 
tam »ericc/?  f \/ 2*  Multiplicetur  pet 
quantitatem  iftam  » tum  quantitas  divi- 
denda v/i8< — v/i:- — v/ij-f  v/io  j cum 
illa  , qua:  liat  loco  diviforis  , v/3  — v/a. 
Denique  dividatur  produdurrt  « quod 
oritur  ex  priori  multiplicatione*  v/f4  — 
v/4T  — v/24f  v/20»per  produdum  » quod 
oritur  ex  fecunda.  Ec  quia  produdum 
iftud  eft  unitas  , qua?  ficuci  multiplica- 
tione non  auget  quantitatem  multipli- 
candam * ita  necdhilione  minuit  divi- 
dendam i erit  quotiens  propofica;  divillo* 
nis  >/ J4  •—  v/4f  — • v/24  f V20* 

Ne  autem  ha;reant  Tyrones  * quod  eX 
eadu  diviftone,alia  operandi  ratione»  ortus 
fit  quotiens  s/6  •— « »/y»fciant  velim*  quod 
fi  termini  quantitatis  i/f'4  v/4f  — < 
v/24  f \/ -O  contrahantur  , & ad  (Impii* 
ciores  fuas  exprefliones  revocentur  * pro- 
dibit ipfa  quantitas  k/6 — . v/y.  Termini 
Uamque  v/f4  — v^contradi  fiunt 
*—  2 v/6j  hoc  eft  v/6j  termini  verb  — v/4f 
fv/30  j quum  ad  fimpliciores  fuas  ex - 
preffiones  reducuntur  * evadunt  — - 
J av/f*hoceft— v/y  . Quare  quantitas 
tota  v'y4~ . v/4y  — v/24  f s/20  idem 
K 4 eric 


* 


* 


V 


rr-» 


m 


A i a e b * Jt 


erit  i ac  i /6  t/f. 

Jam  proponatur  dividenda  quantitas 
v/ac  — \/bc  — Jad  f Jbd  per  t/a  — \/b. 
Sumatur  quantitas  contraria  diviforis  , 
qua;  per  regulam,  fuperius  traditam,  erit 
v/fl  f \/b.  Multiplicetur  per  quantitatem, 
illam  , tum  quantitas  dividenda  Jac 
y/hc  — \/ad  f i /bd  , cum  quantitas  v/<j 
— v/£,  qua;  locum  tenet  diviforis  ; Sc  una 
fiet  i /a*c  --\/a2d~\/b2c  ^ \/b2d  , al- 
tera a ~—b.  Denique  dividatur  \/a3c  — 
\/a-d  — \/b3c  f >Sb3d  per  a b 5 fed  ad 
divifionem  illam  peragendam  reducan- 
tur termini  illius  ad  fimpliciores  fuas  ex- 
prefilones  , ut  loco  ejus  habeatur  ha;c  alia 

a t—  b\/c  — a f b\/d  •.  quo  faflo  clare  li- 
quet , quotientem  ex  divillone  oriundum 
for«  v/c  — - \/d  , fcilicec  eundem  illum» 
qui  alia  operandi  ratione  paulb  ante  fuic 
inventus. 


'ExtraHio  radicum  ex  Biuomiit'. 

Diximus  , quantitatum  radicalium 
alias  efTe  fimplices  , alias  compofi- 
tas  j & fimplices  quidem  vocari  » qua: 
unicum  habent  terminum , cumque  alie- 
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ftom  figno  radicali*  compofitas  verb,  qua; 
plures  terminos  involvunt.  Jam  radica- 
les  fimplices  dicuntur  paflim  monomia  > 
quafi  quantitates  unius  nominis  , five 
termini*  & ob  eandem  rationem  radicales 
compofita;  dici  folent  multinomia  , quia 
fcilicet  plura  nomina,  five  terminos  con- 
tinent. Sed  propter  multitudinem  termi- 
norum diftinguuntur  radicales  compofi- 
ta; in  binomia  , trinomia  » quadrinomia» 
&c.  Qua;  enim  duos  habent  terminos,  di- 
cuntur binomia*  qua;  tres  , trinomia*  qua; 
quatuor  » quadrinomia  * atque  ita  dein- 
ceps. 

Diverfitas  autem  terminorum  a diver- 
fitate  quantitatu  , qua;  in  iis  terminis»  ai 
/impliciores  fuas  expreffiones  revocatis» 
fub  radicali  figno  continentur»  repeti  de- 
bet . Nam  fi  in  radicalibus  copofitis  dua?» 
aut  plures  radicales  fimplices  occurrant» 
qua;  redu&a;  ad  fuas  fimpliciores  expref- 
fiones , eandem  habeant  fub  radicali  figno 
quantitatem* ea;  no  totidem  terminos»fed 
unicum  conftituere  dicuntunqua  ratione 
quantitas  radicalis  compofita  jv/g  f 
•f  a»/?  cenferi  debet  binomium  » & noa 
trinomium * quia  fcilicet  partes  dua;  3^3 
f 21/3  t velut  eandem  fub  figno  radicali 
quantitatem  habentes  » reducuntur  ai 
- . • unam 
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unam  jV}»  atque  adeo  non  duos»  fed  uni- 
cum terminum  conftituunt. 

Quod  quidem  non  modb  in  iis  radica- 
libus  locum  habet » in  quibus  fieri  poteft 
hujufmodi  contraciio»  hoc  ell»  in  quibus 
vel  coefficientes  funt  numerici  » vel  iis- 
dem litteris  defignantur  * verum  etiam 
in  iis»  quorum  coefficientesdiverfis  litte- 
ris exprimuntur  . Sic  etiam  quantitas 
radica  1 is  compofita  ai/a  f C\/b  f C\/a  cen- 
fenda  eft  binomium  > & non  trinomium. 

Nam  etli  partes  du;e  a\/a  f C\/a  » eandem 
fub  figno  radicali  quantitatem  habentes* 
inter  fe  mutuo  contrahi  nequeant»  quip- 
pe qu.e  diverfas  litteras  pro  fuis  coeffi- 
cientibus  habentjadhuc  tamen  pro  unico  I 
termino  fumi  debent » k limplicius  ex- 
primi poliunt  » vel  in  hunc  modum 

, ' j -.ii  nn  . ;- 

a jJ*  c\/a  • vel  etiam  in  hunc  alium  dja  * 
{ubftituendo  folam  litteram  d loco  ipfa- 
rum  aftit 

Neque  verhr*  ut  radicalcs  compofita; 
dicantur  binomia  » trinomia  » aut  qua- 
drinomia  ♦ necefTeeft  * ut  omnes  ipfa- 
rum  termini  radicalibus  lignis  affician- 
tur . Iifdetn  quippe  nominibus  defi-. 
gnanda?  funt  etiam  * fi  in  iis  aliquis  ter- 
minus fuerit  commenfurabilis  » ac  ratia-c 
. . . nalis 
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nalis  . Sed  quemadmodum  omnes  illa» 
partes  radicales  , qua?  eandem  iub  figno 
radicali  continent  quantitatem  » pro  uno 
ecdemque  termino  computantur  j fic 
etiam  » etfi  plures  fuerint  partes  com- 
menfurabiles  * ac  rationales  » omnes  ta- 
men pro  uno  ecdemque  termino  fum«  de- 
bent : qua  ratione  quantitas  0 f b \/c 
binomium  errc  > Sc  non  trinomium;  quia 
fcilicet  partes  dua?  a , & b » utpote  ra- 
tiona!es»nonnifi  unicum  terminum  com- 
ponunt. 

Calculum  radicalium  compotitarum 
fuperiori  capite  complexi  fumus  ; fed  in 
eo  dumtaxat  additionem  * fubtrahionem» 
multiplicationem  > formationem  potefta- 
turn  1 & divitionem  hujufmodi  quantita- 
tum explicuimus  : nimirum  quia  extra- 
rio radicum  ex  iifdtm  quantitatibus  res 
digna  nobis  vifa  fuit  * qua?  peculiari  ca- 
pite pertrahetur.  Eam  igitur  eXplicadam 
aggreiti  fumus  hoc  a!io  capite  . Sed  quo- 
niam in  relolutione  problematum»  quor- 
fum  h;ec  omnia  tendunt » non  alius  fere 
cafus  occurrit , quam  » ut  radices  extra- 
hantur ex  iis  quanti*atibus  radualibus  » 
qua;  duos  terminos  habentes*  dicuntur 
binomia  ; idcirco  de  extrahione  ra«. 
elicum  ex  binomiis  dumtaxat  hic  verba 
faciemus.  ' Bino- 
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Binomia  autem  , ex  quibus  radices 

erunt  extrahenda;,  non  ex  cujufcumque 
generis  radicalibus  conflabunt  , fed  ex 
iis  dumtaxat  » qua;  figno  quadrata;  radi- 
cis afficiuntur.  Cujus  rei  ratio  efl » tum 
quia  hujufmodi  potiilimum  binomia  in 
problematum  refolutione  nobis  occur- 
runt > tum  etiam  , quia  ex  aliis  binomiis 
non  ita  facile  eft  , radices  extrahere.  Sed 
radices  horum  binomiorum  tales  etiam 
optamus , ut  nonnifi  ejusde  generis  radi- 
cales  comprehendant . Nam  etfi  nequa- 
quam nos  lateat»  radicem  exempli  gratia 
quadratam  binomu  x/jz  • — v/24  exiberi 
pofle  in  hunc  modum  v/4  18  — V4  2 ■,  ar« 
bitramur  tamen  meiius  faturum  » qui 
ingenue  fatetur,  eam  extrahi  non  pofTe  , 
candemque  exhibet , adhibito  alio  figno 
radicali  , quod  quantitatem  totam  com- 
prehendat . 

I. 

ExtraBio  radicis  quadrata  ex 
binomiis. 

Circa  radicem  quadratam  , ex  bino- 
mio  aliquo  extrahendam,  duo  cafus 
fingi  poffunt.  Primb  , quod  radix  illa  fic 
binomium  aliud  , in  quo  utruque  nomen 

ef| 
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eft  quantitas  raciicalis.  Secundb > quod 
eadem  illa  radix  fit  binomium  , cujus 
nomen  unum  eft  quantitas  radicalis,  no- 
men verb  alterum  quantitas  commenfu- 
rabilis  , ac  rationalis. 

Quantum  ad  primum  * repradcntet 
t/a  f v/?  radicem  binomii  propofiti . 
Itaque  fi  fiat  quadratum  ex  v/2  f \/^»e rit 
f f av/6  ipfum  binomium  propofitum  : 
in  quo  , ut  vides  , unus  terminus  eft 
rationalis  , alter  incommenfurabilis  , Se 
radicalis  . 

Quantum  ad  fecundum  , referat  bino* 
mii  propofiti  radicem  2 f \/f . Quocirca 
fi  fiat  quoque  quadratum  ex  2 f \/ f*  erit 
'9  f i\/ 20  binomium  propofitum  : quod 
fimiiiter  , ut  vidds  > unum  continet  ter- 
minum rationalem  » alterum  incommen- 
furabilem  , Sc  radicaiem. 

Hinc  itaque  difcimus  , quod  ut  ex  ali- 
quo binomio  ejufmodi  quadrata  radix 
extrahi  pofiit  » qua;  nonnifi  radicale» 
quadraticas  comprehendat  , unus  ex  ter- 
minis ejus  debeat  efTe  rationalis  , alter 
incommenfurabilis  * ac  radicalis  . Nam 
fi  uterque  terminus  radicali  ligno  fit  af- 
feftus  , nullum  binomium  fingi  poterit» 
cujus  quadratum  producat  binomium 
propofitum.  - --  ■£> ^ ^ f 

Jieque 
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Neque  verb  ex  omnibus  hujufmodi 
binomiisjin  quibus  unus  terminus  eft 
rationalis  , alter  radicalis,  quadratam  ra- 
dicem eruere  licet » qualiter  eam  opta- 
mus. Quocirca  , ut  innotefcat , qua;  ul- 
terius requirantur  * referat  indefinite 
v/fl  f \/b  radicem  alicujus  binomii.  Ita- 
que fi  fiat  quadratum  ex  \/a  f \/b  , erit 
a f b f 2 sj&b  binomium  iftud  : in  quo  a 
■J-  b eft  terminus  rationalis  7 fc  wab  ter- 
minus radiculis. 

Et  quoniam  Jab  eft  medio  loco  pro- 
portionalis inter  a,&  b-,  erit  terminus  ra- 
tionalis a f b major  termino  radicali 
2v/fl£}quai'.doquidem  oftenfumeft  ab  Eu- 
clide , in  omni  proportione  maximum* 
& minimum  terminum  duobus  reliquis 
majores  efle  : proindeque  ut  ex  aliquo  bi- 
nomio  quadrata  radix  extrahi  poflit « 
non  modb  unus  ejus  terminus  deb^t  efle 
rationalis  , alter  radicalis  * verum  etiam 
terminus  rationalis  debet  efle  major  ter- 
mino radicali. 

Praeterea, quia  terminus  radicalis  i\/ab 
eft  duplum  ejus,  quod  fit  ex  mutua  mul- 
tiplicatione quantitatum  , quarum  qua- 
drata funt  a * 8c  b i perfpicuum  eft,  quod, 
ii  ex  quadrato  termini  rationalis  a 2 f 2 ab 
f b 2 fubducatur  quadratum  termini  ra- 
dica- 


E t E M.  Lib.I.  Cap.9.  1 fg 
dicalis  4 ab  > refiduum  a-  • — . zab  f b-  fit 
etiam  quadratum.  Quocirca»  utexali- 
quo^  binomio  quadrata  radix  extrahi 
queat»  illud  quoque  requiritur  > ut  dif- 
ferentia quadratorum  , qua;  fiunt  ex  ter- 
minis ejus  , fit  etiam  quadratum. 

Extrahetur  itaque  ex  aliquo  binomio 
ejufinodi  quadrata  radix  » qua;  nonnifi 
radicales  quadraticas  comprehendat  fi 
binomium  illud  tribus  hifce Aditionibus 
gaudeat  j primo  » ut  unus  ejus  terminus 
fit  radicalis, alter  commenfurabiljs,  ac  ra- 
tionalis i fecundb  » ut  terminus  commen- 
furabilis  major  fit  termino  radicali  j & 
tertio » ut  differentia  quadratorum  ex  ter- 
minis ejus  fit  etiam  quadratum. 

Jam  regula  extrahendi  radicem  qua- 
dratam ex  binomio,  quod  his  conditio- 
nibus fit  praxiitum , haec  eft : capiatur 
differentia  quadratorum  » qua;  fiunt  ex 
terminis  propofiti  binomii  i ejufque  ra- 
dix quadrata  primb  addatur  termino  ra- 
tionali , deinde  ex  eodem  fubducatur; 
capiantur  porro  femifles  fummse  , & refi- 
fiduij  eruntque  radices  harum  femiflium 
termini  quwfita;  radicis. 

Proponatur, exempli  caufa, extrahenda 
quadrata  radix  ex  binomio  8 f \/6o.  Iu 
hoc  binomio  jam  . adfunt  tres  illa:  condi- 
tio- 
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Neque  verb  ex  omnibus  hujufmodi 
binomiis  , in  quibus  unus  terminus  eft 
rationalis  » alter  radicalis»  quadratam  ra- 
dicem eruere  licet » qualiter  eam  opta- 


mus. Quocirca  , ut  innotefcat , qu*  ul- 
terius requirantur  » referat  indefinite 
s/a  f \/b  radicem  alicu  jus  biuomii.  Ita- 
que fi  fiat  quadratum  ex  v/fl  f s/b  » erit 
a f b f 2 \/ab  binomium  iftud : in  quo  a 
f b eft  terminus  rationalis  , & z\/ab  ter- 
minus radicatis. 

Et  quoniam  \/ab  eft  medio  loco  pro- 
portionalis intef  n,Sc  b ; erit  terminus  ra- 
tionalis a f b major  termino  radicali 
3\/n^?quandoquidem  oftenfum  eft  ab  Eu- 
clide , in  omni  proportione  maximum» 
& minimum  terminum  duobus  reliquis 
majores  efle  : proindeque  ut  ex  aliquo  bi« 
nomio  quadrata  radix  extrahi  poflit » 
non  modb  unus  ejus  terminus  debst  efle 
rationalis  » alter  radicalis  ■,  verum  etiam 
terminus  rationalis  debet  efle  major  ter- 
mino radicali. 

Pra?terea,quia  terminus  radicalis  z\/ab 
eft  duplum  ejus»  quod  fit  ex  mutua  mul- 
tiplicatione quantitatum  » quarum  qua- 
drata funt  a ,8c  b i perfpicuum  eft»  quod 
ii  ex  quadrato  termini  rationalis  a 3 f iab 
f b2%  fubducatur  quadratum  termini  ra- 
dica- 


tizei 
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dicalis  4 ab  , refiduum  a 2 • — . zab  f b-  fit 
etiam  quadratum.  Quocirca»  utexali- 
quo^  binomio  quadrata  radix  extrahi 
queat»  illud  quoque  requiritur  » ut  dif- 
ferentia quadratorum  , qua;  fiunt  ex  ter- 
minis ejus  , fit  etiam  quadratum. 

Extrahetur  itaque  ex  aliquo  binomio 
ejufmodi  quadrata  radix  » qua;  nonnifi 
radicales  quadraticas  comprehendat  fi 
binomium  illud  tribus  hifce Aditionibus 
gaudeat  j primb  » ut  unus  ejus  terminus 
fit  radicalis, alter  commenfurabiljs,  ac  ra- 
tionalis » fecundb  » ut  terminus  commen- 
furabilis  major  fit  termino  radicali  $ Sc 
tertio»  ut  differentia  quadratorum  ex  ter- 
minis ejus  fit  etiam  quadratum. 

Jam  regula  extrahendi  radicem  qua- 
dratam ex  binomio,  quod  his  conditio- 
nibus fit  praxlitum » ha;c  eft : capiatur 
differentia  quadratorum  » qua;  fiunt  ex 
terminis  propofiti  binomii  j ejufque  ra- 
dix quadrata  primb  addatur  termino  ra- 
tionali , deinde  ex  eodem  fubducatur ; 
capiantur  porro  femifles  fummae  , & refi- 
iiduij  eruntque  radices  harum  femijlium 
termini  quieiita;  radicis. 

Proponatur, exempli  caufa,extrahenda 
quadrata  radix  ex  binomio  8 f vAo.  Iu 
hoc  binomio  jam  adfunc  tres  ilice  condi- 
..  . tio» 


tiones.  Nam  primi)  unus  ejus  terminus 
eft  rationalis  , alter  radicalis  ; fecundb 
terminus  rationalis  8 excedit  termiqum 
radicalem  \/6o»  quum  quadratu  illius  fit 
6 4 , quadratum  veri»  iftius  do  » & tertib 
differentia  quadratorum  ex  terminis  ejus 
eft  etiam  quadratum  • quum  fit  nume- 
rus 4. 

Capiatur  itaque  differentia  ifta  4* 
ejufque  quadrata  radix  2 » primi)  quidem 
«ddatur  termino  rationali  8 , ut  habeatux 
fumma  10  » deinde  veri)  ex  eodem  termi- 
no fubtrahatur  » ut  oriatur  refiduum  6. 
Quumque  femiffis  fummaj  fit  f » femiflis 
veri)  differentia;  fit  3 , capiantur  radice» 
Jiarum  femiffium  5 &eriti/f  f i/3  radix 
Quadrata  propofiti  bonomii  8 f v/60. 

Oporteat  fimiliter  quadratam  radicemr 
extrahere  ex  binomio  nf  , quod 
etiam  tribus  illis  conditionibus  gau- 
det. Capiatur  differentia  quadratorum 
cx  terminis  ejus  : & quoniam  quadratum 
termini  rationalis  eft  m , quadratum 
Veri)  termini  radicalis  eft  72  j erit  49  dif- 
ferentia quaefita.  Sumatur  poftea  quadra- 
ta radix  hujus  differentia;  > fcilicet  7»qua: 
primi)  addatur  termino  rationali  * ut  fial 
furuma  18  , deinde  ex  eodem  fubducatur» 
ut  habeatur  refiduum  4 . Denique  fu- 
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mantur  femilTes,  tam  fumma? , quim  re- 
lidui  » & radices  harum  femiffium  5 f v/x 
dabunt  radicem  qua?litam. 

Sed  natetur  hoc  loco  velim  , radices  il- 
larum femiffium  non  femper  conjungen-. 
das  efle  ligno  f , ut  propofiti  binomii 
quadrata  radix  habeatur  ;fed  interdum 
figno  ^ , interdum  vero  ligno  — - : id  7 
quod  ex  ipfo  binomio  propolito  cognofci 
poteft  . Nam  liquidem  termini  ejus  li- 
gno f conjunguntur  1 conjungenda?  funt 
etiam  ligno  f radices  illarum  femiffium; 
qnod  fi  verb  termini  binomii  propofiti  li- 
gno — conjun&i  rcperiantur»  & iplae  illa? 
femiffium  radices  figno  . — debent  intac 
fe  rr.utub  conjungi.Qua ratione  quadrata 
radix  binomii  8 — . \/6o  erit  v/  f . — s/  3 s 
& limiliter  quadrata  radix  binomii  1 s 
— - v/7  2 erit  3 < — v/a. 

Perinde  autem  res  eft  t live  fcrlbatur 
x/f  — v/3  , five  ^3  — .Vf  pro  radice  qua- 
drata binomii  8 — - \/6o  ; quum  notum' 
fit  > eandem  femper  quantitatem  produci» 
five  multiplicetur  a — b per  fe  ipfam7five 
viciilim  b — a.  Sed  non  perinde  eft  » iivo 
binomium  propolitum  fit  8 • — \/6o  * five 
viciilim  \/6o  — 8 j quandoquidem  in 
primo  cafu  radix  eftrealis7in  fecundo 
autem  imaginaria  , hoc  eft  » quae  tantum 
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fiinomia  aucem  , ex  quibus  radices 
, erunt  extrahendas » non  ex  cujufcumque 

generis  radicalibus  conflabunt  * .fed  ex 
lis  dumtaxat  » qua?  figno  quadratas  radi- 
cis afficiuntur.  Cujus  rei  ratio  eft  > tum 
j t -quia  hujufmodi  potiffimum  binomia  in 

problematum  refolutione  nobis  occur- 
runt , tum  etiam  * quia  ex  aliis  binomiis 
non  ita  facile  eft  * radices  extrahere.  Sed 
radices  horum  binomiorum  tales  etiam 
optamus  * ut  nonnifi  ejusde  generis  radi- 
cales  comprehendant . Nam  etfi  nequa- 
quam nos  lateat*  radicem  exempli  gratia 
quadratam  biuomii  v/32  — v/24  exiberi 
pofle  in  hunc  modum  18— a; ar* 
bitramur  tamen  melius  fa&urum  * qui 
ingenue  fatetur  * eam  extrahi  non  pofie  * 
•andemque  exhibet  , adhibito  alio  figno 

radicali  » quod  quantitatem  totam  com- 
prehendat. 

.i-  I.  • • 

Extra&io  radicis  quadrata  ex 
binomiis . 

Circa  radicem  quadratam  » ex  bino- 
mio  aliquo  extrahendam,  duo  cafus 
fingi  poflunt.  Primh  , quod  radix  iila  fit 
binqnrrium  aliud  * in  quo  utruque  nomen 
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eft  quantitas  radicalis.  Secundb  » quod 
eadem  illa  radix  fit  binomium  , cujus 
nomen  unum  eft  quantitas  radicalis,  no- 
men verb  alterum  quantitas  commenfu- 
xabilis  , ac  rationalis. 

Quantum  ad  primum  , reprsefentet 
\/i  f radicem  binomii  propofiti . 
Itaque  fi  fiat  quadratum  ex  %/a  f v/?»erit 
f f 2\/6  ipfum  binomium  propofitum  : 
in  quo,  ut  vides,  unus  terminus  eft 
xationalis  , alter  incommenfurabilis  , & 
radicalis . 

Quantum  ad  fecundum  , referat  bino- 
mii propofiti  radicem  2 f \/f.  Quocirca 
fi  fiat  quoque  quadratum  ex  2 f v/f»  erit 
9 f *v/2o  binomium  propofitum  : quod 
fimiliter  , ut  vides  , unum  continet  ter- 
minum rationalem , alterum  incommen- 
furabilem  , & radicalem. 

Hinc  itaque  difcimus  , quod  ut  ex  ali- 
quo binomio  ejufmodi  quadrata  radix 
extrahi  poffit  , qua;  nonnifi  radicales 
quadraticas  comprehendat , unus  ex  ter- 
minis ejus  debeat  efie  rationalis  , alter 
incommenfurabilis  , ac  radicalis  . Nam 
fi  uterque  terminus  radicali  figno  fit  af- 
fe&us  , nullum  binomium  fingi  poterit, 
cujus  quadratum  producat  binomium 
propofitum.  - .v  . ■ 
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Neque  veri)  ex  omnibus  hujufmodt 
binomiis  ,in  quibus  unus  terminus  eft 
xadonaiis  , alter  radicalis,  quadratam  ra- 
dicem eruere  licet » qualiter  eam  opta- 
mus. Quocirca  , ut  innotefcat , qua?  ul- 
terius requirantur  * referat  indefinite 
t/a  f \/b  radicem  alicujus  biuomii.  Ita- 
que fi  fiat  quadratum  ex  i/n  f ^ i erit 
a f b f 2 \/iii b binomium  iftud  : in  quo  a 

b eft  terminus  rationalis  * Sc  zVab  ter- 
minus radicatis. 

Et  quoniam  Jab  eft  medio  loco  pro- 
portionalis inter  a, Se  b-,  erit  terminus  ra- 
tionalis a f b major  termino  radicali 
av/fl^jquandoquidem  oftenfum  eft  ab  Eu- 
clide , in  omni  proportione  maximum* 
& minimum  terminum  duobus  reliquis 
majores  efle  : proindeque  ut  ex  aliquo  bi- 
nomio  quadrata  radix  extrahi  poflit, 
non  modb  unus  ejus  terminus  debst  efle 
rationalis  * alter  radicatis  j verum  etiam 
terminus  rationalis  debet  efle  major  ter- 
mino radicali. 

Pra;terea5quia  terminus  radicalis  i\/ab 
eft  duplum  ejus*  quod  fit  ex  mutua  mul- 
tiplicatione quantitatum  » quarum  qua- 
drata funt  a * & b i perfpicuum  eft,  quod 
If  ex  quadrato  termini  rationalis  a 3 f zab 
>f  b\  fubducatur  quadratum  termini  ra- 
V * : ' dica- 
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dicalis  4 ab  , refiduum  a-  • — . iab  f b-  fit 
etiam  quadratum.  Quocirca»  utexali- 
quo^  binomio  quadrata  radix  extrahi 
queat»  illud  quoque  requiritur  » ut  dif- 
ferentia quadratorum  , qua;  fiunt  ex  ter- 
minis ejus  , fit  etiam  quadratum. 

Extrahetur  itaque  ex  aliquo  binomio 
ejufmodi  quadrata  radix  •»  qua;  nonnifi 
radicales  quadraticas  comprehendat  fi 
binomium  illud  tribus  hifcecoditionibus 
gaudeat  j primo  » ut  unus  ejus  terminus 
fitradicalis»alter  commenfurabiljs,  ac  ra- 
tionalis j fecundi) » ut  terminus  commen- 
furabilis  major  fit  termino  radicali  i Sc 
tertii) » ut  differentia  quadratorum  ex  ter- 
minis ejus  fit  etiam  quadratum. 

Jam  regula  extrahendi  radicem  qua- 
dratam ex  binomio  , quod  his  conditio- 
Dibus  fit  praxlitum  » ha:c  eft : capiatur 
differentia  quadratorum  » qua;  fiunt  ex 
terminis  propofiti  binomii  > ejufque  ra- 
dix quadrata  primo  addatur  termino  ra- 
tionali » deinde  ex  eodem  fubducatur ; 
capiantur  porro  femifles  fumma:  » & refi- 
jiduii  eruntque  radices  harum  femiffium 
termini  qusfita;  radicis. 

Proponatur, exempli  caufa, extrahenda 
quadraca  radix  ex  binomio  8 f »/6 o.  Iu 
hoc  biuomio  jam  adfunt  tresilhe  condi- 
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mantur  femifles,  tam  fumma? , quim  re- 
fidui » & radices  harum  femiflium  5 f v/j 
dabunt  radicem  qua?fitam. 

Sed  natetur  hoc  loco  velim  » radices  il- 
larum femiflium  non  femper  conjungen-. 
das  effe  ligno  f » ut  propofiti  binomii 
quadrata  radix  habeatur  5 fed  interdum 
figno  f , interdum  verh  ligno  • — : id  » 
quod  ex  ipfo  binomio  propolito  cognofei 
poteft  . Nam  fiquidem  termini  ejus  li- 
gno f conjunguntur  ■>  conjungenda?  funt 
etiam  ligno  f radices  illarum  femiflium* 
quod  li  verb  termini  binomii  propofiti  li- 
gno — conjungi  reperiantur,  & ipla?  illa? 
femiflium  radices  figno  ■ — debent  inte* 
fe  mutui)  conjungi.Quaratione  quadrata 
radix  binomii  8 — - \/6o  erit  v/  $•  — . v/g  s 
& fimiliter  quadrata  radix  binomii  11 
— \/7  2 erit  3 •—  v/a. 

Perinde  autem  res  eft  » five  fcrtbatur 
'/J'  — n/3  ♦ live  v'}  *— .Vf  pro  radice  qua- 
drata binomii  8 — i v/6o  , quum  notum' 
fit  » eandem  femper  quantitatem  produci» 
five  multiplicetur  a — b per  fe  ipfam»livt 
viciilim  b— >a.  Sed  non  perinde  eft  , fivt* 
binomium  propolitum  fit  8 — \/6o  » five 
viciflim  v/6o  — 8 > quandoquidem  in 
primo  cafu  radix  eft  realis,in  fecundo 
autem  imaginaria  , hoc  eft  > quae  tantum 
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fingi  v ac  imaginari  potefl : quod  quia 
non  fatis  hoc  loco  intelligitur  , fufius  a 
nobis  pflendetur  , quum  de  quantitati- 
bus imaginariis  fermo  recurret. 

Ceterum  allata;  regula;  ratio  non  efl  ita 
obfcura  , ut  hic  intelligi  non  poflit . Si 
enim  referat  generaliter  v/<i  f \/b  radi- 
cem alicujus  binomii  , erit  biiromium 
iflud  a f b f 2 \'ab  . Et  quemadmodum 
clare  liquet, quod  fi  ex  quadrato  ter-' 
mini  rationalis  a*  f zab  f b 3 fubduca» 
tyr  quadratym  termini  radiculis  4 ab,  re- 
fiduum  , five  differentia-  a 3 — - 2 ab  f b*  , 
fit  etiam  quadratum  j ita  quoque  liqui- 
db  conflat , quod  fi  radix  hujus  differen- 
ti» a — b addatur  termino  rationali  afb, 
eademque  ex  eodem  termino  fubducatur, 
fumma  quidem  fit  20  , refiduum  verb 
ib  i quodque  adeo  fi  capiantur  femiffes 
huj'us  fumm» , & huj”us  refidui , radices 
iflarum  femilfium  fint  termini  aflumptte 
radicis. 

Nec  filenth)  hiq  pra?teribimns,  quod  fi 
in  radicibus  extrahendis  parum  cure- 
mus , fi  ea;  radiqales  contineant  quadra- 
ticas , aut  alterius  cujuslibet  fpecjei,  pof- 
fit  eSdem  regula  etiam  ex  binomio  , cu- 
jus uterque  terminus  fit  radicalis , ex- 
trahi quandoque  quadrati  radix.  Ut  fi 
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velim  radicem  quadratam  extrahere  ex 
binomio  v/32  f \Z*4  » fumo  differentiam 
quadratorum  ex  terminis  ejus  , nempe  8» 
cujus  quadratam  radicem  >/8  primo  addo 
termino  v/32  » ut  fumma  fiat  6\/2  * dein- 
de ex  eodem  termino  fubtraho  * ut  refi- 
duum  oriatur  2v/2  : quumque  fcmiffes 
harum  quantitatum  fint  » & \/2,  fu- 
mo illarum  femiiTium  radices  quadratas» 

& erit  v/4  1 8 f v/*»  2 radix  quxfita. 

Sed  facile  erit  inteiligere  » quod  > ut 
mediante  illa  regula  extrahi  poiEt  qua- 
drata radix  ex  binomio  aliquo  » cujus 
uterque  terminus  lit  radicaiis  » necef- 
fe  iit  binomium  iilud  hujufmodi  effe  » 
ut  differentia  quadratorum  ex  terminis 
ejus  haud  quidem  fit  quadratum  » fed  ut 
ejus  quadrata  radix  rationem  habeat 
commenfurabilem  , ac  rationalem  cu  ali- 
quo ex  terminis  propofiti  binomii : qub 
fcilicet » & addi  » & fubtrahi  polfit  ex 
termino  illo.  Ita  ex  bonomio  ^32  f v/24 
extra&a  e(l  quadrata  radix  » quia  radix 
priedifta:  differentia;  \/8  rationem  habet 
commenfurabilem  cum  termino  V32J 
quum  fi  ambae  radicales  ad  fimpliciores 
fuas  exprefliones  reducantur  » una  fiat 
2x/z  , altera  4^2. 
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II. 

ExttaUio  radicis  cubica  ex  Binmiis. 

Similiter  circa  radicem  cubicam  » ex 
binomio  aliquo  extrahendam  * duo 
eafus  fingi  poflunt.  Primb  * quod  radix 
illa  fit  binomium  aliud  » cujus  uterque 
terminus  eft  radicalis.  Et  fecundb  » quod 
eadem  illa  radix  fit  hujufmodi  bino- 
xnium  * ut  unus  ejus  terminus  fit  radica* 
lis  » alter  vero  commenfurabilis > ac  ra- 
tionalis. 

Itaque  » quantum  ad  primum  cafum» 
ponamus  \/2  f v/j  efie  radicem  cubicam 
binomii  propofid.  Quocirca  fi  fiat  cubus 
ex  \/a  f v/3  » erit  binomium  propofitum 
v/8  + %\/t  2 f ;v/i8  f 1/27  » hoc  efbredu- 
ftis  fingulis  hujus  quantitatis  partibus 
ad  fimpliciorcs  iuas  exprefliones  » 2\/2 
f 6^1  f 9^2  f Wl » five  etiam  1 iv/2 
9V/5  : in  .quo»  ut  vides  » uterque  termi- 
nus eft  radicalis. 

Quantum  verb  ad  fecundum » pona- 
mus propofid  binomii  radicem  cubicam 
efle  2 f v/3. Itaque  fi  fiat  quoque cubusex- 
a f » erit  binomium  propofitum  8 
1 2v/}  f 1 8 f 31/3  » hoc  eft  26  f 1 JV3  : 

quod 
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quod, ut  vides,  unum  terminum  concinet 
radicalem, alterum  commenfurabilem»  ac 
rationalem. 

Ex  quibus  liquet , radicem  cubicam, 
quje  fic  ejus  natur*  , qualem  optamus, 
extrahi  pofle  non  modo  ex  binomio  , cu- 
jus unus  terminus  eft  radicalis  , alter 
commenfurabilis  , ac  rationalis  ; veruxn 
etiam  ex  binomio,  cujus  uterque  termi- 
nus eft  radicalis  : quandoquidem  cubus 
alicujus  binomii»  qui  femper  eft  aliud  bi- 
nomium  , fub  utraq*  forma  poteft  haberi. 

Sed  liquet  etiam  , radicem  cubicam 
alicujus  binomii , quotiefcumque  poteft 
haberi, & quidem  talis,  qualis  A nobis  de- 
fideratur  , efle  ejufdem  formas  cum  bino- 
mio  propofito  : nimirum  ejus  utrumque 
terminum  radicalem  efle,  quotiefcumque 
uterque  terminus  binomii  propofiti  eft 
radicalis  $ k verb  unum  ejus  terminum 
ede  radicalem, alterum  rationalem, quum 
in  binomio  propofito  fimiliter  unus  ter- 
minus eft  radicalis  , alter  rationalis. 

Jam  cujufcumque  fit  forma;  bino* 
mium  propofitum  , ut  ex  eo  extrahi  pof- 
iit  radix  cubica  talis  natura:  , qualem 
optamus  , nempe  , ut  non  aliis  radi- 
calibus  ,qu£m  quadraticis  , conftet,  hu- 
jufmodi  debet  efle,  ut  differentia  qua- 
L i 4ra- 
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dratorum » qvi»  fiunt  ex  terminis  ejus, 
non  quidem  fit  quadratum  , cujufmodi 
fit  oportet , quum  extrahenda  eft  radix 
quadrata  , fed  cubus  perfeftus. 

Referat  namque  primb  \/af\/b  radi- 
cem alicujus  biuomii  cubicam:  Itaque 

binomium  iftud  erit  (i  f ^hs/a  f ita\b<jb. 
Et  quoniam  quadratum  primi  termini 
eft  fl3  f 6a3b  f 9 ab3,  quadratum  verb  fe- 
cundi eft  9 a3b  f 6ab3  f bl  ■,  erit  diffe- 
rentia iftorum  quadratorum  ai  f 6n  -b  f 
qab*  — 9 a3b  — 6 ab*  — bl  , hoc  eft  ai 
— • ^a3b  f ->ab 3 — . bl  : quam  liquet  effe 
cubum  perfe&um  * quum  radix  ejus  cu- 
bica fit  a * — b. 

Referat  fecundb  a f \/b  radicem  cubi- 
cam alicujus  dati  binomii.  Itaque  ipfutn 

binomium  erit  ai  f yab  ■J*  %aa  f b\/b  • 
Et  quoniam  quadratum  termini  rationa- 
lis eft  a6  f 6a4b  f qa2b3  » quadratum 
verb  termini  radicalis  eft  9 a*b  f 6a3b 3 f» 
bl  \ erit  differentia  iftorum  quadratorum 
a6  f 6a4b  f ya3b3  — - ya4b~>  6a3b3  — 
bl  » hoc  -eft  a6  — . %o4b  f %a3b3  — bl : 
quam  fimiliter  liquet  cubum  effe  perfe- 
dlum»quum  radix  ejus  cubica  fit  a 3 ~—b, 
. Sed  cujufque  fit  form»  binomium  pro- 
pofitum  , perfpicuum  eft  quoque  $ quod 
, quum 
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quum  ex  eo  radix  cubica  > qualem  opta- 
mus » extrahi  poceft  , non  modb  differen- 
tia quadratorum  ex  terminis  ejus  fit  cu- 
bus perfe&us  j verum  etiam  radix  cubica 
hujus  differentia  fit  differentia  quadrato- 
rum , qua;  fiunt  ex  terminis  qua?fit;e  ra- 
dicis. Nam  quum  radix  cubica  binomii 
erat  \/rt  f y/b  , radix  cubica  prredidfce  dif- 
ferenti* inventa  eft  a — • b s quotiefcum- 
que  verb  erat  a f y/  b t hxc  prodiit  a3 
~b. 

Atque  hinc  pro  extrahenda  tadice  cu- 
bica ex  binomio  , cujus  unus  terminus 
fit  rationalis  * alter  fadicalis  » h*c  regu- 
la deducitur  : capiatur  radix  cubica  prd- 
Xime  major  binomii  propofiti  * fed  qua: 
noii  amplius  * qUim  feir.iffe  unitatis  dif- 
ferat 1 vera  radice  1 qu*  prieter  propter 
cognofci  poteft  $ tum  ejc  differenda  qua- 
dratotum,quie  fiunt  ex  terminis  ejufdem 
binomii  * eliciatur  radix  cubica*  eaque 
per  radicem  illam  ptoxime  majorem  di-  - 
vidatuf. 

jam  fi  terminus  tatloiialis  major  fue- 
rit termino  radicali  * quotiens  * qui  ex» 
inde  oritur  j addatur  cum  eadem  ilia  ra- 
dice proxime  majori:  & fiquidem  fummas 
hujus  capiatur  femiflis  fine  fradtione  * 1 
cujus  quadrato  fubducatur  radix  cubica 
L 4 pr*- 
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pr*di&*  quadratorum  differenti»  * erit 
femiffis  illa  pars  rationalis  , radix  veri 
quadrata  refidui»  inde  orti  » pars  radicaiis 
qu»(it»  radicis. 

Quod  ii  autem  terminus  rationalis 
minor  fuerit  termino  radicali  » quotiens» 
qui  ex  illa  divifione  producitur  » fubdu- 
catuf  ex  radice  illa  proxime  majori  : Sc 
fiquidem  refidui  hujus  capiatur  adhuc 
femillis  fine  fra&ione  , cujus  quadrato 
addatur  radix  cubica  pr»dicla?  quadrato- 
rum differenti»  •,  erit  rurfus  femiflis  illa 
pars  rationajis  » radix  verb  quadrata 
funim»»  inde  ort»(  pars  radicaiis  qu»fitx 
radicis . 

In  utroque  porro  cafu  duxiftx  partes 
afficienda*  funt  iifdem  omnino  fignis  » 
quibus  afficiuntur  termini  propofiti  bi- 
nomii : adeo  nempe  , ut  quo  figno  affici- 
tur in  propofito  binomio  terminus  ra- 
tionalis» eodem  qnoque  afficienda  fit  pars 
rationalis  in  quxfita  radice  « & fimiliter 
quo  figno  afficitur  in  binomio  terminus 
radicaiis » eodem  etiam  affici  debeat  pars 
radicaiis  in  radice. 

* Extrahenda  fit  igitur  radix  cubica  ex 
binomio  loof  yiv/j.  Quoniam  termi- 
nus radicaiis  j valet  circiter  88  » erit 
totius  binomii  valor  fere  188  : quare  ra- 
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dix  ejus  cubica  proxime  major  > qua;  \ 
vera  non  amplius  > quam  femiffe  unitatis 
differat,  erit  6 . Capiatur  itaque  differen- 
tia quadratorum  ex  terminis  propofiti 
binomii , quumque  ea  fit  2197  , erit  15 
radix  ejus  cubica  » qua;  fjquidem  divida- 

tur  per  6 » fiet  quotiens  — . Et  quoniam 

6 

terminus  ratiohaiis  roo  major  eft  termi- 
no radicali  yn/3  » addatur  quotiens  ille 
cum  radice  cubica  proxime  majori  6, 
eritque  4 fumm*  femiflis  fine  fra&ionc. 
Denique  ex  quadrato  hujus  femiflis  16 
fubducatur  radix  cubica  differenti* qua- 
dratorum ex  terminis  binomii  13  »ut  re- 
fiduum  habeatur  3 * & erit  4 f \/\  radir. 
cubica  qusfita. 

Extrahenda  fit  etiam  radix  cubica  ex 
binomio  2f  f zz\/2.  Quoniam  terminu» 
radica! is  2 2,/ 2 valet  circiter  31,  erit  co-*', 
tius  binomii  valor  fere  f6  : proindeque 
radix  ejus  cubica  proximi  major , quae  & 
vera  non  amplius  , quam  femiffe  unitatis 
differat , erit  4 . Et  quoniam  differentia 
quadratorum  ex  terminis  propofiti  bino- 
mii eft  343, erit  7 radix  ejus  cubica, 
qu*  fiquidem  dividatur  per  4 , fiet  quo- 
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tionalis  af  minor  eft  termino  radicali 
42v/a  > fubducatur  quotiens  ille  ex  radite 
cubica  proxime  majori  4*  ericque  1 reli- 
dui  femiflts  line  fra&iOne  « Denique  qua» 
dfato  huju?  femUfis*  quod  eft  etiam  i*ad- 
datur  radix  cubica  differentia;  quadrato» 
tum  ex  terminis  binornii  7 » ut  habeatur 
fumma  8 * & erit  1 f */8  radii  cubica 
qujefita* 

Sed  nolim  credatis,  quantitatem» 
quse  per  hanc  regu'am  invenitur  , efse 
femper  radicem  cubicam  propoflti  bino- 
mii . Eft  quippe  ejus  cubica  radix  » quo- 
tjefctjrnque  hafc  ex  illo  extrahi  poteft. 
Sed  fiquidem  propofitum  binomium  hu- 
jufcemodi.  fit  i ut  radicem  cubicam  noti 
admittat  j tunc  quantitas,  qua:  per  tradi- 
tam regulam. Invenitur , fi  bis  per  fe  ip- 
Cjun  multiplicetur  , propofitum  bino- 
mium non  rcftituet  . Id  autem  non  ali* 
t<?r  cognofci  poteft  , quam  fi  rei  pericu- 
lum fiat . Neque  enim  in  extrahenda  ra- 
dice cubica  ex  » aliquo  binomio  certum 
criterlum  haberi  poteft : cujus  ope  illico 
cognofci  quea£  , qum  radix  illa  extrahi 
polfit,  nec  ne  . Nam  etfi,  quum  differen- 
tia 


v 


E t e w.  Lib.I.  Cap.9.  «17 1 , 
tia  quadratorum  ex  terminis  propofiti 
binomii  nequaquam  eft cubus  perfeftus, 
extrahi  ilia  non  poilit  » non  hinc  tamen 
vicifTim  extrahi  femper  poterit  , quum 
.differentia  illa  cubus  prodit  perfedfus. 

Extrahi  autem  non  poceft  radix  cubi- 
ca , quotiefeumque  differentia  quadrato* 
rum  ex  terminis  propofiti  binoinii  non 
eft  cubus  perfe&usi  fiquidem  quaMita  ra- 
dix non  alias  radicales  , quam  quadrati- 
cas  , debeat  continere  . Sed  fi  de  qualitate 
radicalium  nequaquam  folliciti  nos  efse 
velimus  , extrahi  quandoque  poterit  ra- 
dix cubica  etiam  ex  binomio,  in  quo  dif- 
ferentia quadratorum  cx  terminis  ejus 
nequaquam  fit  cubus  perte&us  . Nam  fi 
termini  iftius  binomii  muitiplicentur 
per  differentiam  illam  , novum  produce- 
tur binomium  > in  quo  differentia  qua- 
dratorum ex  terminis  ejus  cubus  eric 
perfe&us  : quocirca  fi  ex  novo  ifto  bino- 
mio  radix  cubica  extrahi  poilit  , eadem 
divifa  per  radicem  cubicam  prioris  diffe- 
rentia* , dabit  radicem  cubicam  prioris 
binomii. 

Ut  fi  velim,  exempli  gratia,  extrahere 
radicem  cubicam  ex  binomio  22  f v/486» 

quod  hujufmodi  eft,  uc  differentia  qua- 
dratorum ex  terminis  ejus  , uepote  2,  ne- 

qua- 
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quaquam  fit  cubus  perfe&us  } multiplico 
utrumque  terminum  per  differentiam 
iftam  2 » & orietur  novum  binomium  44 
f 2^48 6 , in  quo  differentia  quadrato- 
rum ex  terminis  ejus  eft  cubus  perfe- 
rus , quum  fit  numerus  8 . Jam, quia  al- 
terius hujus  binoinii  44  f 2^486  radix 
cubica  eft  2 f i/6  1 divido  radicem  iftam 
2 f per  radicem  cubicam  prioris  di  f- 
fe ienti;e  , hoc  eft  per  \/3  2:  quumque  hu- 
' jus  divifionis  quotiens  fit  »/3  4 f v/6  ^4» 
erit  quotiens  ifte  radix  cubica  prioris  bi- 
nomii  22  f ^/48 6. 

Atque  hac  ratione  extrahi  etiam  quan- 
doque poterit  radix  cubica  ex  binomio, 
cujus  termini  fra&iones  involvunt:  fciii- 
cet  fi  per  multiplicationem  tollantur 
fra&iones  illa*  , & deinde  novi  binomii 
radix  cubica  dividatur  per  radicem  cubi- 
cam quantitatis  ejus,  quar  vices  gelfit 
multiplicatoris.  Ut  fi,  exempli  caufa,  ex- 
trahenda fit  radix  cubica  ex  binomio 
**  T4 

f \/  — . , multiplico  utrumque  ter- 
? 4 

minum  per  6 > & orietur  novum  bino- 
mium 22  f v/48 6 .Unde  quia  novi  hu- 
jus binomii  radix  cubica  eft  \/3  4 ^ 
s/6  f4 1 divido  eam  per  /3  6 » & erit 

Vl 


Ejem.  LibJ.  Cap.9.  1?* 

%/3  2 \Z  ( J 

- ■■  '■  f ■■  radix  cubica  propofiti  bi- 

\/3  y y/6  2 
nomii. 

Non  diffimili  ratione  extrahi  poterit 
radix  cubica  ex  binomio  » cujus  uterque 
terminus  eft  radicalis : nimirum  fi  multi- 
plicationis ope  unus  ex  terminis  ejus  fiat 
rationalis » & deinde  radix  cubica  novi 
binomii  dividatur  per  radicem  cubicam 
illius  quantitatis,  qua?  vices  geflit  multi- 
plicatoris . Ita  fi  extrahenda  fit  radix  cu- 
bica ex  binomio  1 i\/a  f ^24?  > cujus 
uterque  terminus  eft  radicalis  j multipli- 
co utrumque  terminum  per  1/2  , Sc  orie- 
tur novum  binomium  22  f ^486  , ia 
quo  unus  terminus  eft  radicalis»  alter 
commenfurabilis,  ac  rationalis . Quocir- 
ca, quia  alterius  hujus  binomii  radix  cu- 
bica eft  v/3  4 f v/6  f4»  divido  eam  per  ra- 
dicem cubicam  ipfius  J2  , hoc  eft  per 
v"5  2 , eritque  quotiens  v/*  2 f v'6  27  ra- 
dix cubica  propofiti  binomii. 

Jam*  fi  radix  cubica  extrahenda  non 
alias  radicales  * quilm  quadraticas » de- 
beat continere  * facile  erit  inquirere, 
num  ex  binomio  , cujus  uterque  termi- 
nus fit  radicalis , radix  cubica  extrahi 
queat»  eamque  exhibere  » quotiefcumque 

pateft 
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poteft  inveniri . Si  enim  termini  propofi- 
ti  binomii  ita  fimplicius  exprimi  poilint, 
ut  fumma  coefficientium  fit  quadrupla 
fumma;  quantitatum  , fub  fignis  exiften- 
tium  i differentia  verb  eorundem  coeffi- 
cientium fit  dupla  differentia; , qua;  inter 
eafdein  quantitates  exiftit  : radix  cubica 
extrahi  poterit , eaque  habebitur  , fi  ex 
terminis  illis  pra;didti  coefficientes  de- 
leantur . 

Oporteat,  exempli  gratia,  radicem  cu- 
bicam extrahere  ex  binomio  ,/242  f 
v/243  .Jam  termini  hujus  binomii  fim- 
plicius exprimi  pofsunt  hac  ratione 

1 iv/2  f 91/5  . Itaque  quia  fumma  coeffi- 
cientium u f 9 eft  quadrupla  fumma; 
quantitatum  , fub  fignis  exiftentimn  > 

2 ^ 35  Sc  differentia  eorundem  coefficien- 
tinm  1 1 — 9 eft  dupla  differentia;  ea- 
rundem  quantitatum  3 — - 2:  concluden- 
dum eft , radicem  cubicam  ex  propofito 
binomio  extrahi  pofse  , eainque  efse  Vx 
fv/3. 

Oporteat  fimiliter  radicem  cubicam 
elicere  ex  \/f78  f v/6of  . Quoniam  ter- 
mini hujus  binomii  fimplicius  exprimi 
pofsunt  in  hunc  modum  171/2  f 
& expreffis  iis  hac  ratione  , fit  tam  fum- 
ma  coefficientium  17  fn  quadrupla 
- fum- 
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fumma;  quantitatum  » fub  /ignis  exiften- 
tium,2  f fi  quain  differentia  eorumdem 
coeffieientium  17  •—  11  dupla  differen- 
tia; earundem  quantitatum  f •> — 2 : con- 
cludendum eft  quoque,  propofftum  bino, 
mium  radicem  cubicam  habere  , eamque 
efse  k/2  f v/f. 

Nec  difficile  eft, hujus  regula  rationem 
jnteliigere  . Nam  cubus  binomii  \/a  f v/c 

eft  hoc  aliud  binomium  fl  f jcv/fl  f 

f f id\/c:Sc  profeftoin  hocbinomio, cujus 
radix  cubica  habetur,  li  ex  terminis  ejus 
deleantur  coefficientes,  clare  liquet,  fum- 
rnam  coeffieientium  40  f 4C  quadruplam 
e fle  fumm*  quantitatum, fub  lignis  exi- 
ftentium  « f c j differentiam  verb  eorun- 
dem coeffieientium  20  — 2 c efse  duplam 
differentia?  earundem  quantitatum 

. " J 

* • 'i  . * 

UU 

fSxtra&io  aJiarttr»  radicam  ex 

B i nomi  is . 

, ^ 

Qllantum  ad  radices  fuperioris  ordi- 
nis, ex  binomiis  extrahendas,  fuf- 
ficiet , fi  tantum  rationem  exponamus, 
qua  extrahi  ili*  poflunt , qu*  ad  potefta- 
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tes  numeri  imparis  referuntur  * veluti 
funt  radices  quinta;  * feptimae , nona»,&c. 
Nam  quantum  ad  eas  , qua:  referuntur 
ad  poteftates  numeri  paris  , cujufmodi 
funt  radices  quartae  * fextae*  o&ava:,  & c.  » 
poterunt  haberi  per  extra&ionem»  vel  fo- 
lius  radicis  quadratae  , vel  quadrata;  fi- 
mul  » & cubicae  »fxpius  repetitam. 
v _ Ut  fi»  exempli  caufa  » extrahenda  fit 
xadix  quadrato-quadrata  ex  binomio  17 
^ 1 2\/ 2 » elicio  primum  ex  illo  radicem 
quadratam  5 f av/2  j deinde  alterius  hu- 
jus binomii  fumo  adhuc  quadratam  radi- 
cem 1 f \/2i.Se  erit  1 f v/2  radix  quadra- 
to-quadrata  qusfita  .Similiter  , fi  extra- 
henda fit  radix  fexta  » five  cubo-cubica 
ex  binomio  99  f 70^/2  extraho  primum 
«x  illo  radicem  quadratam  7 f fv/a»  tum 
novi  hujus  binomii  fumo  radicem  cubi- 
cam 1 f s/2  j & erit  i f v/2  radix  cubo- 
cnbica  propofiti  binomii. 

Et  quamquam  hoc  eodem  artificio  ex- 
trahi.quoque  poflint  quamplures  radices» 
quaj  ad  poteftates  numeri  imparis  refe- 
runtur j veluti , ex.gratia,  radix  >qua?  re- 
fertur ad  poteftatem  nonam  » quippe  que 
haberi  poteft  per  duplicem  radicis  cubi- 
ca; extra&ionem.  Nihilo  tamen  minus 
eas  excipere  non  exiftimamus » tum  quia 

re- 
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regula  a nobis  afferenda, non  eft  diflimilis 
ab  illa,qua  paulb  ante  attulimus, pro  radi- 
cis cubica;  extra&ione*  tum  etia  quia  in- 
ter radices  numeri  paris, & radices  nume- 
ri imparis  non  leve  difcnmen  intercedit. 

Si  enim  eam  nobis  legem  imponemus, 
ut  radices  extrahenda;  non  alias  radicales» 
quirn  quadraticas,  debeant  continere*  ra- 
dices numeri  paris  non  ex  aliis  binomiis 
extrahi  poterunt,quam  ex  iis,  qua;  unum 
habent  terminum  rationalem,  alterum 
incommenfurabilem  > ac  radicalem  : quo 
cafu  radices  ipfa;  poterunt  fub  utraque 
forma  prodire  5 & nempe  > ut  unus  ea- 
rum terminus  fit  rationalis,  alter  radica- 
lis  * & vicillim,  ut  utrumque  terminum 
contiueant  radicalem  : quandoquidem  ex 
utriufqne  forma;  binomio  femper  aliud 
producitur  binomium  , cujus  unus  ter- 
minus eft  rationalis , alter  incommenlu- 
rabilis  , Sc  radicalis. 

Sed  eadem  lege  impolita»  etfi  radices 
numeri  imparis  regulariter  ex  iis  tantum 
binomiis  extrahi  polline  , qua:  fimiliter 
ynum  habent  terminum  rationalem, al- 
terum incommenfurabilem,  Sc  radicalem* 
attamen  radices  ipfa;  nonnili  fub  una 
forma  poffunt  haberi , nempe  tales  , ut 
unas  earum  terminus  lit  rationalis , alter 
M " ' xi- 
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radicalis  : quandoquidem  ex  binomio  , 
quod  utrumque  terminum  habeat  radi- 
calem  , quotiefcumque  poteftas  numeri 
jmpari»  qua-ritur  » regulariter  non  bino-, 
mium  , fed  trinomium  producitur. 

Et  quamquam  ea;  numeri  imparis  ra- 
dices , qua  haberi  poliunt  eodem  artifi- 
cio , quo  eruere  licet  radices  numeri  pa- 
ris y extrahi  quoque  poffint  ex  binomiis, 
quorum  uterque  terminus  fit  radicalis* 
adhuc  tamen  radices  ipfa:  fub  una  tan- 
tum forma  poffunt  haberi  y nempe  tales , 
ut  earum  uterque  terminus  fit  etiam  ra- 
dicalis : adeo  ? ut  radices  numeri  imparis, 
funt  femper  ejufdem  forma:  cum  ipfis 
binomiis  propofitis  y quotiefcumque  ea? 
extrahi  poliunt. 

Horum  omnium  demonftrationes  hic 
figillatim  afferre  y nequaquam  nobis  eft 
animus.  Tantum  fontes  indicabimus, 
unde  ea:  funt  repetenda; . Nempe  primo, 
quod  quantitatis  y figno  quadrata:  radicis 
affedia: , poteftas  omnis  numeri  imparis 
fit  quantitas  alia  fimiliter  radicalis  y om- 
nis verb  poteftas  numeri  paris  fit  quan- 
titas alia  commenfurabilisy  ac  rationa- 
lis . Et  fecundi)  y quod  fi  quantitas  quas- 
cumque , duabus  ex  partibus  conftans  , 
ad  poteftatem  aliquam  attollatur  y partes 

" illas 
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illa;  in  terminis  intermediis  qutefita?  po- 
teftatis  ad  omnes  alias  poteftates  inferio- 
res elevata;  reperiantur.. 

Jam  » quum  regulariter  radices  nume- 
ri imparis  ex  iis  tantum  binomiis  extrahi 
pollint»  qu;e  unum  habent  terminum  ra- 
tionalem t alterum  radicalem  * ipfa?que 
radices  ejufdem  prodeant  forma?  cum  bi- 
nomiis  propofitis  , referat  a f y/b  radi-, 
cem  extrahendam.  Et  fiquidem  ex  ea  po- 
teftas  , de  qua  agitur  , fiat  * cognofcemus, 
non  modb  poteftatem  iftam  effe  bino- 
mium  aliud  , cujus  unus  fiiniliter  termi- 
nus eft  rationalis  , alter  radicalis  j verum 
etiam  differentiam  quadratorum  ex  ter- 
minis ejus  poteftatem  efie  perfeftam 
ejufdem  ordinis  cum  illa  »de  qua  agitu  r. 

Ut  fi  , exempli  caufa  , a *}■  \/b  fit  radix 
quinta  alicujus  binomii  ; multiplicando 
a^s/b  quater  in  fe  ipsa>fiet  binomiu  illud 
ai  f f 1 ofl *b  f ioa2b\/b  f fab1 

•f  b3\Zb-, in  quo  ai  f 1 oa*b  f fob*  eft  ter- 
minus rationalis  , Sc  $a4\/b  f 10 a-b\/b 

— 

f b2\Zb, hoc  eft  ffl4  f 1 oa-b\b3\/b  eft  ter- 
minus radicalis  . Et  quoniam  quadra- 
tum ex  termino  rationali  eft  a 10  «J* 
zoasbf  no a6b3  ^ iooa4bi  <J«  2fa3b*% 
quadratum  vero  termini  radicalis  eft 
M i 3fas  b 


I 


( 

x8o  A £ G E B R M 

i fa*b  f iooa6b*  f i ioa4b*  f 2ca*b4  ^ 
b*  $ erit  differentia  iftorum  quadratorum 
419  ^ 20 asb  f uo a6b*  f iooa4b3f 
2fa3b4—2fasbm~.  iooa6b3  •— • nc a4b3 
*—  zoa3b4  *—  b%  i hoc  eft  a10—  fa*b  j* 
ioa6b3  — loa*b3  f fa3b*  — • bf  : quam 
liquet  effe  quadrato-cubum  perfe&um  , 
quum  radix  ejus  quadrato-cubica  fit  a\ 
b. 

Sed  cognofcemus  quoque»  quod  quuni 
•x  aliquo  binomio  radix  numeri  imparis» 
qux  talis  fit , qualem  optamus  » extrahi 
poteft  » non  modb  differentia  quadrato- 
xum  ex  terminis  ejus  fit  poteftas  perfe&a 
ejufdem  ordinis  cum  illa » de  qua  agitur» 
verum  etiam  radix  hujus  differentia; , ab 
«adem  poteftate  denominata  » fit  diffe» 
xentia  quadratorum  » qu*  fiunt  ex  ter* 
minis  extrahendsv  radicis  . Sic  in  exem- 
plo adduco  radix  quadrato-cubica  prar- 
didbe  quadratorum  differenti*  eft  a3 b\ 
quam  liquet  differentiam  effe  quadraJ 
torum  ex  terminis  affumpta?  radicis  a f 
%/b, 

llnde  modb  pro  extrahendis  radicibus 
numeri  imparis  ex  binomiis  » quorum 
nnus  terminus  fit  rationalis, alter  radica- 
ns , regula  nobis  non  diflimilis  oritur  ab 
ea  » quam  pro  extra&ione  radicis  cubica: 

fupe- 
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fuperius  attulimus:  nimirum  ex  bino- 
xnio  propofito  capiatur  radix  , de  qua 
agitur,  proxime  major,  fed  qua:  non  am- 
plius, quiim  femifle  unitatis  , differat  i 
vera  radice  , qua:  praeter  propter  cognofci 
poteft  j tum  ex  differentia  quadratorum, 
qua:  fiunt  ex  terminis  ejufdem  binomii» 
eliciatur  fimiliter  radix,  de  qua  agitur* 
eaque  per  radicem  illam  proxime  majo* 
rem  dividatur. 

Porrb,fi  terminus  rationalis  major  fue- 
rit termino  radicali  , quotiens , qui  exin- 
de oritur  , addatur  cum  eadem  illa  radi- 
ce proxime  majori  : & fiquidem  fumma: 
hujus  capiatur  femiffis  fine  fra&ione  » a. 
cujus  quadrato  fubducatur  radix  ,de  qua 
Sgitur, pr*diche  quadratorum  differentia^ 
erit  femiffis  illa  pars  rationalis , radix  ve- 
rb  quadrata  refidui,inde  orti, pars  radica- 
lis  quaffitae  radicis : iifdem  fignis  afficien- 
da , quibus  propofiti  binomii  termini 
afficiuntur. 

Quod  fi  verb  terminus  rationalis  mi- 
nor fuerit  termino  radicali,  quotiens,  qui 
ex  illa  divifione  provenit , fubducatur  ex 
radice  illa  proxime  majori  : & fiqui- 
dem refidui  hujus  capiatur  adh  uc  femif- 
iis  fine  fra&ione,  cujus  quadrato  addatur 
radix  , de  qqa  agitur  , pra:didla:  quadra- 

M 2 
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torum  differenti»  ; erit  rurfus  femiffis 
illa  pars  rationalis  , radix  vero  quadrata 
fumm»,  inde  ort;e*  pars  radicalis  qu»fita; 
radicis:  iifdem  quoq, (ignis  afficienda;, qui- 
bus  propofiti  binonrii  termini  sut  affe&i. 

Extrahenda  fic  igitur  radix  quinta  , fi- 
ve  quadrato-cubica  ex  binomio  41 
2 9v/ 2-  Quoniam  terminus  radicalis  29 
v/2  valet  circiter  41  erit  totius  binomii 
valor  fere  82  , cujus  radix  quinta  proxi- 
me major  , qu»  & vera  non  amplius  , 
quam  unitatis  femifTe  differat  > erit  3 . 
Capiatur  differentia  quadratorum  ex 
terminis  propofiti  binomii  > qua;  quum 
fit  unitas,  erit  ejus  radix  quinta  fimiliter 
unitas  > adeoque  divifa  radice  ifta  per 
I 

5 , fiet  quotiens  — . Et  quoniam  termi- 

‘ 3 

nus  rationalis  41  minor eft  termino  ra- 
dicali  29^/2  , fubtrahatur  quotiens  ille 
ex  radice  proxime  majori  5,  eritque  1 re- 
fidui  femiffis  fine  fra&ione . Denique 
quadrato  hujus  femilfis  1 addatur  radix 
quinta  differentia;  quadratorum  ex  ter- 
minis binomii , qua;  fimiliter  eft  1 i & 
erit  1 f v/2  radix  quinta  quaffita. 

. * Extrahenda  fit  etiam  radix  feptima  ex 

binomio  y68  f 328^5  . Quoniam  termi- 
/ « nua 
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tius  radicalis  328^3  valet  circiter  f68  « 
erit  totius  binomii  valorfere  irj6, cujus 
radix  feptima  proxime  major, qua;  a vera 
non  amplius  differat , quam  femiffe  uni- 
tatis 1 erit  } . Et  quoniam  differentia 
quadratorum  ex  terminis  propoiiti  bino- 
mii eft  128  » erit  2 radix  ejus  feptima  » 
qua;  liquide  dividatur  per  j,  fiet  quotiens 
2 

*—  . Unde  porri» » quia  terminus  rationa- 

r 

? 

lis  f68  minor  eft  termino  radicali  ^28^* 
fubducatur  quotiens  ille  ex  radice  pro- 
xime majori  % > eritque  t refidui  fe- 
miliis  linefra&ione  * Denique  quadrato 
hujus  femiilis  , quod  eft  etiam  r 1 adda- 
tur radix  feptima  differentia;  quadrato- 
rum ex  terminis  binomii  2 $ & erit  I f; 
\Zj  radix  feptima  qua;Gta« 

' Cceterum  hic  etiam  notare  oportet  $ 
quantitatem , qua»  per  hanc  regulam  in- 
venituri  tunc  demum  effe  radicem  quarfi- 
tam,  quum  ha:c  ex  propolito  binomio  ex- 
trahi poteft  j pariterque  non  alia  ratione 
cognofci  poffe , nu  n propofitum  bino- 
mium  radicem  admittat  1 quam  fi  rei  pe- 
riculum  fiat . Nam  etfii  quum  differentia 
quadra  torum, qua;  fiunt  ex  terminis  pro- 
pofiti  binomii  » nequaquam  eft  poteftas 
- M 4 per- 
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perfecla  ejufdem  ordinis  cum  illa,  de  qua 
agitur  ; indicio  nobis  effe  poteft,  propofi- 
tum  binomium  radicem  non  admittere: 
non  hinc  tamen  argumento  nobis  effe  de- 
bet , quod  radicem  admittat , quum  vi- 
ciffim  differentia  illa  prodit  illius  ordi- 
nis poteftas  perfe&a . 

Sed  quod  dicimus,  radicem  ex  binomio 
extrahi  non  poffe,  quum  differentia  qua- 
dratorumex  terminis  ejus  non  eft  poteftas 
perfera  ejufdem  ordinis  cum  illa,  de  qua 
agi  turi  hoc  ita  etiam  oportet  intelligatur, 
fi  radix  extrahenda  non  alias  radicales, 
qu'im  quadraticas, debeat  continere.  Nam 
fi  qualitatis  radicalium  nulla  ratio  haberi 
velit , extrahi  quandoque  poterit  optata 
radix  etiam  ex  binomio  , in  quo  differen- 
tia quadratorum  ex  terminis  ejus  nequa- 
quam fit  iliius  ordinis  poteftas  perfe&a. 
Etenim  fi  termini  propofiti  binomii  mul- 
tiplicentur per  illius  differentia:  potefta- 
tem  aliquam  , hoceft  per  quadratum  , fi 
qua?ratur  radix  quinta}  per  cubum,  fi  ra- 
dix feptima  } per  quadrato-quadratum,  fi 
radix  nona  ; atque  ita  deinceps , novum 
producetur  binomium  , in  quo  differen- 
tia quauratorum  ex  terminis  ejus  poteftas 
erit  perfedta  illius  ordinis , de  quo  agitur: 
i proindeque  fi  ex  novo  ifto  binomio  radix 
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extrahatur,  eadem  divifa  per  radicem  co- 
gnominem illius  quantitatis  , qua;  vices 
geifit  multiplicatoris,  prioris  binomii  ra- 
dicem exhibebit. 

Atque  hoc  artificio  extrahi  etiam 
. ^ quandoque  poterit  qua-fita  radix,  tum  ex 
binomio  , cujus  termini  fradtiones  invol- 
* vant  , tum  itidem  ex  binomio , cujus 
uterque  terminus  fit  radicalis  : fcilicet  fi 
multiplicationis  ope  in  primo  cafu  tol- 
lantur fradtiones  , in  fecundo  verb  unus 
ex  terminis  propofiti  binomii  fiat  ratio- 
nalis. Nam  in  utroque  cafu,  fi  novi  bino- 
mii  radix  illius  ordinis  , de  quo  agitur, 
dividatur  per  radicem  cognominem*iliius 
quantitatis,  qua?  geifit  vices  multiplica- 
toris ; erit  quotiens  hujus  divifionis  ra- 
dix propofiti  binomii  j qua?  omnia 
exemplis  illuftrare,  fupervacaneum  exi- 
4 Itimamus  5 quum  non  diifimilia  fine 
ab  as,  quae  in  extradtione  radicis  cubi-  ‘ 
cie  ex  binomiis  paulb  fuperius  adnotavi- 
mus,  & exemplis  explicuimus. 

Illud  hic  potius  oflendendum  exifti- 
mamus , qua  ratione  regula  fuperius  tra- 
d,ta  deducatur  ex  eo  , quod  ad  extraben- 
dam  radicem  ex  propofito  binomio  ne- 
ceife  fit , ut  in  binomio  adfint  dua  ifta 
conditiones . P,imj, , ut  di&wcie  qua. 

y dra- 
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dratorum  ex  terminis  ejus  , fit  poteftas 
perfera  ejufdem  ordinis  cum  illa,  de  qua 
agitur  . Et  fecundh,  ut  radix  hujus  diffe- 
rentis » ab  eadem  poteftate  denominata, 
fit  differentia  quadratorum  ex  terminjs 
extrahenda*  radicis. 

Hunc  in  finem  referat , ut  antea,  afi/b 
radicem  extrahendam  . Itaque  polito, 
quod  terminus  rationalis  a major  fit  ter- 
mino radicali  \/b  i erit  radix  pra?di£ta? 
quadratorum  differentia?  a*  •—  b . Jam 
verb  divifo  a-  ~ b per  a f \/b  produci- 
tur a — v/£  , quod  additum  cum  a f </b% 
dat  fummam  , cujus  femilfis  eft  pars  ra- 
tionalis a i atque  ab  hujus  quadrato  a2 
fubdu&o  a 2 — b , habetur  refiduum  , cu- 
jus radix  quadrata  eft  pars  radicalis  Vb. 
Itaque  fi  loco  ipfius  a f \/b  fumatur  ra- 
dix binomii  proxime  maior  , adhuc  eo- 
dem artificio  quadlta?  radicis  partes  inve- 
nientur . 

Quod  fi  verb  terminus  rationalis  a 
minor  fit  termino  radicali  \/b  ; erit  ra- 
dix ejufdem  qnadratoruin  differentis 
b — n4  . Jam  verh  divifo  b — a 4 per  a f* 

\/b  producitur  v/£—~  a,  quod  fubtra&um 
ex  a f Jb  , dat  refiduum  , cujus  femilfis 
eft  pars  rationalis  ai  atque  hujus  quadra- 
to o4  addito  cum  b ~ a3  , habetur  fum- 

ma, 
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ma  , cujus  quadrata  radix  e.4  pars  radica- 
lis  \/b. Itaque  ii  loco  ipfius  a f \/b  capia- 
tur radix  binomii  proxime  major,  eidem 
operandi  ratione  , adhuc  quarfita;  radi- 
cis partes  habebuntur. 


Gettejis  , & calculus  radi  calium  , qux 
dicuntur  aniverfales. 

St  & alia  fpecies  quantitatum  radi- 


calium  » qua?  dicuntur  univerfales. 
Oriuntur  aupem  hujufmodi  quantitates 
radicales  , quum  ex  aliquo  binomio  , per 
regulas  fuperius  traditas  * quarfita  radix 
extrahi  non  poteft  . Nam  ficuti  ad  defi- 
gnandam  radicem  , qua;  ex  aliqua  quan- 
titate rationali  elici  nequit , priefigitur 
quantitati  fignum  radicale  * ita  quoque 
quum  ex  aliquo  binomio  radix  quacum- 
que extrahi  non  poteft  , defignatur  illa 
ope  ejufdem  figni  radicalis  . Et  quoniam 
fignum  iftud  radicale  ad  utrumque  bino- 
mii  terminum  fe  extendit  ; hinc  fa&um» 
ut  quantitas  ilia,  radicalis  univerfalis  ab 
Algebriftis  diceretur. 

Itaque  , quia  ex  quantitate  rationali 
30  extrahi,  non  poteft  quadrata  radix» 
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defignatur  illa  per  v/20 : qua  ratione  ipfa 
quantitas  rationalis  20  evadit  incom- 
menfurabilis,  ac  radica>is.  Et  ad  eundem 
modum  , quia  ex  binomio  a f v/6  qua- 
drata radix  elici  nequit  , deiignari  ea  po- 
terit 1 adhibito  quoque  figno  radicali» 
quod  utrumque  binoinii  terminum  com- 
prehendat , in  hunc  modum  V 2 f v/6: 

quo  fa6lo  quantitas  illa  V 2 f \/6  dicetur 
radicaiis  univerfalis . Pariterque  » ficuti 
quum  quxritur  radix  cubica  quantitatis 
rationalis  10,  oritur  quantitas  radicaiis 
y/3  io;  ita  quoque  quum  quarritur  radix 
cubica  binomii  1 f v/2  » habetur  radica- 
iis univerfalis  \/3  1 f v/2. 

Hujufmodi  quantitates  radicales  * rarb 
accidit»  ut  ad  calculum  poni  debeant.  In- 
terim  ne  quum  id  contingit  » Tyrones 
noftri  animo  concidant  » fciant  velim  » 
calculum  ipfarum  iifdem  omnino  regu- 
lis peragi  pofle  > quibus  aliarum  radica- 
lium  calculus  perficitur.  Itaque  primb 
ad  delignandum  duplum  » triplum  » aut 

quadruplu  radicaiis  univerfalis  V' 2 v/6» 

fcribendum  eft  2V^2fv/6  » 2 f v/6, 

4v/2  f \/6.  Sed  quantitates  ili»,  extra  fi- 
gnum  exiftentes,  qu*  hic  etiam  dicuntur 

coef»i 
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coeflicientes  , reponentur  intra  fignum 
tadicale  , fi  eve<fhe  ad  poteftatem  , ab 
exponente  figni  radicalis  defignatam, 
multiplicentur  per  omnes  illas  , qua?  fub 

figno  reperiuntunqua  ratione  j,S/z f \/6» 

idem  erit, ac  \/8  f 4^6,five  \/8  f 1/9 5. 

Secundi)  radicales  ifta?  univerfales  ad 
fimpliciores  fuos  terminos  reducuntur» 
collocando  extra  fignum  quicquid  ratio- 
nale fimul  » & commune  eft  in  quantita- 
tihus,fub  figno  exiftentibus  $ fed  ad  id  fa- 
cilius cognofcendum  » pradlat  prius  ad 
fimpliciores  fuas  expreifiones  revocare 
quantitates  radicales  , qua?  fub  figno  uni- 
verfali  reperiuntur.Ilt  fi  velim  ad  fimpli- 
ciores fuos  terminos  reducere  radicalem 

unlverfalem  \/8  f v/96  » quia  ha:c  idem 

eft,  ac  \/8  f 4 \/6  j & in  numeris  8 , & 4,' 
quod  eft  rationale  fimul » & commune,  eft 
ipfe  numerus  4:  proinde  divifo  utroque 
eorum  numerorum  per  4»&  collocata 
extra  fignum  radice  ejufdem  numeri  4, 

erit  aV/ af  v/6  quantitas  propofita  , ad 
fimpliciores  fuos  terminos  reduda  . 

Jam  reducendo  radicales  univerfale» 
ad  fimpliciores  fuas  expreifiones  , facile 
exit  eas  ia  unum  addere , vel  a fe  mutub 

fub- 
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fubducere.  Nam  fiquidem  contigerit , ra- 
dicaies  illas  univerfales  eafdem  fub  fij 
gn.is  radicalibus  quantitates  habere  i fiet 
earum  additio  «vel  fubtraclio  * addendo* 
vel  fubtrahendo  ear undem  coefficientes. 
Quod  fi  verb  fub  fignis  radicalibus  ne- 
quaquam^hateant  eafdem  quantitates* 
defignari  poterit  additio  * vel  fubtra<5lio» 
adhibito  figno  f»  vel—.  Hac  ratione 
fumma,  vel  refiduum»  quod  oritur  ex  ad- 
ditione * vel  mutua  fubtra&ione  radica- 

lium  univerfalium  \/fo  f v'j7fo*  8c 

>/ 8 f v/96  erit  7V 2 f \/6  » vel  3 V 2 f \/6i 
quia  fi  utique  ad  fimpliciores  fuos  ter- 

. minos  ex  reducantur, fient  jVaf  »/6  , oC 

2S/ 2 fv/6.  Sed  fumma  , vel  refiduum* 
quod  oritur  ex  additione  , vel  fubtra&io- 
ne  mutua  radicalium  univerfalium 

V8  f ^96»  & VVf  1/32  , non  aliter  defi- 
gnari  poteft,  qukn  adhibito  figno  f , vel 
— i quia  fi  ad  fimpliciores  fuas  expreflio-  , 

ne? revocentur , una  fit  aV/af  v/6, altera 

*V'i  f v/l. 

Multiplicatio  porrb  * & divifio  hujuf- 
modi  quantitatum  radicalium  fieri  pof- 
funt,  etiamfi  ad  fimpliciores  fuas  expref- 
fiones  ili*  non  jeducantur . Nam  fiqui- 
• ' dem 
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dem  multiplicentur , aut  dividantur  per 
fe  mutuh  quantitates , lub  lignis  exiften- 
tes i » & produ&o  , vel  quotienti  idem  ra- 
dicale  lignum  prafligatur  5 qua?  inde  ori- 
tur radicalis  unjverfalis  , dabit  produttu» 
vel  quotientein  quasfitum  . llt  fi  oporteat 

multiplicare  V^fv/3  per  f \/*i  mul- 
tiplico primum  3 f v/3  per  2 f v/2  j tum 
produdto  6 f av/gf  3v/2f  \/6,prxfigo  idem 

figntf  radicalejfe  erit\/6f  2^3  f ^\/2f\/6 
producum  , quod  quseritur  . Similiter  fi 

oporteat  dividere  V4  f \/6  per  \/ 2f  v'2  ; 
divido  primum  4f  y/6  per  2 f » vel 
quod  idem  eft  8 f 2>/6  — 4^2 — -2V/3 
per  2 i tum  quotienti  4 f v/6  ■—  2J2 — . 
\/3  pra?figo  idem  lignum  radicale  ■,  Sc  erit 

V 4f  s/6  — 2v/2  — v/3  quotiens, qui  qua;- 
iitur. 

Interim  tam  in  additione  , & fubtra- 
ftione,  qu^m  in  multiplicatione,  & divi- 
fione  hujufmodi  quantitatum  radica- 
lium  , illud  requiritur,  ut  quantitates,  ia 
quibus  operationes  illa;  inftitui  debent, 
fint  ejufdem  denominationis  , hoc  eft 
idem  habeant  fignum  radicale  . Unde  fi 
quantitates  offerantur  diverfa;  denomi- 
nationis, neceffe  eft,  ut  illa;  prius  ad  ean- 
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dem  denominationem  reducantur  . Hxc 
aute  redu&io  fit  eodem  omnino  artifici 
ac  reduftio  radicalium  fimpliciunv.nimi- 
rum  , elevando  quantitatem  , fu b cujuf- 
que  figno  exiftentem,  ad  poteftatem  't  fi- 
gno alterius  denominatam  j & proprium 
cujufque  figni  indicem  multiplicando 
per  indicem  alterius  : vel  etiam,  fi  in- 
dex unius  figni  cxadte  contineatur  in  in- 
dice alterius  figni , multiplicando  indi- 
cem illum  per  numerum  , qui  oftendit, 
quoties  in  Hoc  altero  continetur  j & ele- 
.vando  quantitatem , fub  eodem  illo  figno 
exiftentem,  ad  poteftatem  , ab  eodem  nu- 
mero denominatam . 

Quantum  ad  formationem  poteftatum 
in  hujufmodi  quantitatibus  radicalibus, 
fieri  illa  quoque  poteft  ,abfque  ulla  ea- 
rum quantitatum  ad  fimpliciores  fuas 
expreifiones  redu&ione.  Nam  fi  ad  datam 
poteftatem  attollantur  quantitates , fub 
figno  exiftentes,  iifq,  idem  radicale  lignu 
pra;figatur  , habebitur  propofita;  radiculis 
univerfalis  poteftas  qua;fita  . Ita  fi  opor- 
teat , ad  quadratum  attollere  radicalem 

tiniverfalem  Va  f s/fj  fiat  primb  quadra- 
tum ex  (jf  v/f  } cum  huic  pra;  figatur 

idem  figau  rgdical*j&  erit  Va  f c f Wac 
. " * qua- 


«*■ 
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quadratum  quarfitum  . Similiter  6 opor-' 
teat,ad  cubuin  evehere  eandem  radicalem 

univerfalem  Va  frc  jffiat  primb  cubus 
txaf  ✓Cideinde  huic  idem  fionff  radica- 

le  pr?figatur5&  eritVuaf  ?aVcf  jacfcv® 
cubus  quaditus. 

Denique,  quantum  ad  radicum  extra- 
aionem  ex  iifdem  quantitatibus  radicali- 
bus»ad  eam  peragendam  neque  etiam  ul- 
la requiritur  redu&io  earum  quantita-» 
tum  ad  flmpliciores  fuas  exprelBones 
Nam  fiquidem  ex  quantitatibus  , fub  fi- 
gno  exiftetibus,quaffita  radix  extrahatur, 
eiqiidem  radica  1 e fignffpraifigatur, habe- 
bitur propofitx  radicalis  univerfalis  ra-, 
dix  quaffita.lta  fi  oporteat, quadratam  ra- 
dicem extrahere  ex  radicali  univerfali 

V3  zf  i*/*  9 eliciatur  primb  quadrata 
radix  ex  quantitate » fub  figno  cxiftente, 

,3  ^ $ tum  huic  pradigatur  idem  fi. 

gnum  radicale  5 & erit  Vr*  fv/3  radix 
quadrata  quarfita  . Similiter  fi  oporteat, 
radicem  cubicam  elicere  ex  radicali  uni. 

verfali  \/ 7f  jV*  i eliciatur  primb  radix 
cubica  ex  quantitate,  fub  figno  exiftente, 
7 f deinde  huic  idem  radicale  fignCf 

prxfigacur , & erit  V'  1 v/x  radix  optata. 

N ' Quod 
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Quod  fi  ex  quantitatibus  , fub  figno 
exiftentibus  , optata  radix  elici  nequeat} 
tunc  fatis  erit  » multiplicare  expo- 
nentem figni  radicalis  per  exponentem 
quadita;  radicis  . Hoc  pacto » fi  quera- 
tur quadrata  radix  radicalis  uuiverfa- 

lis  V ? 2 f \/6  * ea  pratcedenti  methodo 
haberi  non  poteft  } quia  ex  quantitate* 
fub  figno  exiftente  » a f v/6  nequaquam 
licet  quadratam  radicem  elicere  : quo- 
circa multiplicato  exponete  figni  radica- 
Jis  5 per  exponentem  quadit*  radicis  2» 

fiet  V6  2 *fv/$  radix  quaefita.  Et  fimiliter 

fi  ex  radicali  univerfali  V < f \/x  > quera- 
tur radix  cubica  } quia  ea  per  regulam 
fuperius  traditam  nequit  haberi , quum 
clici  non  poffit  cubica  radix  ex  quantita- 
te * fub  figno  exiftente  * 1 f <f2  : proinde 
multiplicato  exponente  figni  radicalis  z 
per  exponentem  qua?fit*  radicis  5 fiec 

\A  i fv/a  radix  optata. 

Ceterum  illud  hic  reticere  nolim, 
qnod  beneficio  radicalium  univerfalium 
extrahi  poifit  quadrata  radix  ex  quocum- 
que binomiojeadem  illa  regula*  quam  fu- 
perius attulimus.  Oporteat  enim  quadra- 
tam radicem  elicere  ex  binomio  8 f v/32. 
.Quoniam  differentia  quadratorum  ex 

*SE- 


Digitized  by  Google 


E d e m.  Lib.I.  Cap.5.  iqf 
terminis  ejus  eft  32  , erit  4^  quadrata 
radix  hujus  differetia:.Unde  (i  ea  addatur 
primh  termino  rationali  8,  deinde  verb 
ex  eodem  fubducatur  j erit  4 f 2V2  fum- 
mE  femiifis  , & 4 — 2v/2  femiifis  refiduij 
proindeque  quadrata  radix  propofiti  bi» 

nomii  erit  \^4f  2v/*  f V4  — 2^2. 

Sed  fateamur  etiam  hoC  loco  oportet; 
quod  exhibendo  quaffitam  radicem  i» 
hunc  modum  > multb  difficilius  , qui  fic 
valor  ejus  , intelligatur  * quam  fi  utique 
dicamus,  eam  extrahi  non  pofle,  & confe- 
quenter  eandem  exhibeamus  per  unicam 

radice  univerfalem  hac  ratione  \/8 
Extrahendo  namque  radices  ex  binomiis, 
non  aliud  efficimus,  qu&mradicales  uni. 
.verfales  ad  fimpliciores  fuas  exprelliones 
reducere  . Quocirca  , quotiefcumque  ope 
illarum  extra&ionum  radicales  illas  ter- 
minis magis,  compofitis  oriuntur  expref- 
fx  ,fruftra  quidem  inftituuntur  $ quum 
hac  ratione  potius  contrarium  ejus  ob- 
tineatur , quod  nobis  erat  in  votis.. 

Interim  , fi  quemadmodum  radix  bi- 
nomii  8^1/31  exhiberi  poteft  per  radi- 
ces , qua:  eliciuntur  ex  his  aliis  duobus 
binomiis  4 f 2\Zz  , & 4-—  2 v/a  ; ita  Sc 
unaquxque  illarum  radicum  exhibeatur 
N .9  per 
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per  radices,  quas  ex  aliis  duobus  binomiis 
elici  debeant» res  fiet  haud  afpernanda 
quum  hac  ratione  radicalis  univerfalis 

fr/8  ad  fimpliciores  fuos  terminos 

reducatur . Radix  namque  binomii  4 f> 

av/a  exhiberi  poteft  per  V af  y/zf \/  2— \/2, 

ic  radix  binomii  4 x\/x  per  \/ 2 f \/x 

^-\/2— 1/2  . Itaque  radix  binomii 

8 fv/jaerit  S/z  jv^fVa— ^afV/afv/a. 

V*  — >/a  9 hoc  eft  xV  2 flVa. 

. C A P.  X. 

. . ■ ' • 1 ? v ’ ; r 

• • » » 

Zte  quantitatibus  imaginariis  '. 

RAdicesex  quantitatiblis  extrahi  non 
poliunt » non  modb  quia  quantita- 
tes illae  non  funt  poteftates  perfe&a;  ejus 
ordinis  , de  quo  agitur  ; verum  etiam9 
quia  tali  figno  afficiuntur  , ut  qua  ratio» 
Jie  produci  queant , intelligi  non  poffit. 
Sic  radix  quadrata  quantitatis  ab  haberi 
jnon  poteft»quia  fcilicet  quantitas  ipfa  ab 
Jion  eft  quadratum  perfe&um  • Sed  radix 
quadrata  quantitatis  —a3  neque  etiam 
|>oteft  haberi , quia  quantitas  ifta,  veluti 
figUO  *»  afie&a  * intelligi  non  poteft»  qua 
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jradone  producatur  ; quum  ex  regulis 
multiplicationi*  fuperius  traditis  , tara 
quantitas  politiva  a,  qu;\m  quantitas  ne- 
gativa — a 1 li  femel  in  fe  multiplicen- 
tur,producant  quantitatem  pofitivam  aa« 

Hunc  in  finem  facienda  eft  dlftin&io 
inter  poteftates  numeri  paris , &potefta- 
tes  numeri  imparis.  Ifta?  etenim  poflunC 
efle  tam  politiva? , qurlm  negativa?  * quia 
iicuti  oriuntur  politiva?,  quum  radices* 
ad  quas  referuntur,  funt  itidem  politiva:; 
ita  quoque  prodeunt  negativa?,  quum  vi- 
cilfim  radices  afiumuntur  negativa?.  Sed 
illa?  nonnili  politiva?  efle  poflunt  j quia 
tam  quantitatum  politivarum  , quim 
quantitatum  negativarum  poteftates  nu- 
meri paris  politiva?  femper  oriuntur.  Hac 
ratione  cubus  quantitatis  politiva?  a eft 
quantitas  itidem  politiva  a*  i Sc  cubus 
quantitatis  negativa:  — a eft  quantitas 
fimi  liter  negativa  — — a 3.  Sed  quadratum 
tam  quantitatis  politiva?  a , quim  quan- 
titatis negativa?—  a eft  femper  quanti- 
tas politiva  a * jquia  ,live  multiplicetur 
a per  a * five  — a per  — a producetur 
femper  a*. 

Unde  difcimus  prim}) , radices  ex  po- 
teftatibus  numeri  imparis  extrahi  pofle  » 
quocumque  ligno  lint  affe&a: , hoc  eft,  li- 
N 1 
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ve  fint  pofitiva; » five  negativa;  \ fed  noa 
ite  radices  ex  poteftatibus  numeri  paris* 
quippe  aus  tunc  demum  extrahi  poffunt» 
quum  poteftates  ipfae  funt  pofitivse.  Ec 
fecundb  quemadmodum  clare  liquet  * ra- 
dices * qua?  referuntur  ad  poteftates  nu- 
meri imparis  * efle  femper  ejufdem  natu- 
ra cUrr»  ipfis  poteftatibus  , nimirum  efle 
pofitivas  , vel  negativas  , prout  potefta- 
tes ipfae  funt  pofitiva;  * vel  negativa;  i ita 
quoque  non  obfcure  deducitur  » potefta- 
tes pofitivas  numeri  paris  duas  radices 
habere*  unam  nempe  pofitivam  * & alte- 
ram negativam  i quum  tam  illius,  qualm 
iftius  poteftas  numeri  paris  fit  femper 
quantitas  pofitiva. 

Itaque  impoflibilitas , qua;  in  extra- 
hendis radicibus  occurrit, oriri  poteft, non 
folum  ex  eo,  quod  quantitas  propofita 
non  fit  poteftas-  perfe&a  ejus  ordinis  , 
de  quo  agitur  ; verum  etiam,  quia  quan- 
titas eft  negativa  , & quaefita  radix  refer- 
tur ad  poteftatem  numeri  paris.  Utroque 
cafu  defigfiant  Algebrift»;  radicem  ex- 
trahendam, pratfigendo  quantitati  fignum 
radicale  * cuius  index  radicem  illam 
oftendat . Sed  quemadmodum  impoflibi- 
litas , qua;  orituf  ex  primo  capite  , occa- 
fionem  praebuit  * ut  diftinguerentuc 
, quan- 
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quantitates  iu  conamen  fu  rabi  les  fi  ve  ra- 
tionales Incoinmenrurabiles  five  ra- 
dicales  * ita  ex  impoffibilitate  , qua?  ori-, 
tur  ex  fecundo  capite  » nata  eft  alia 
quantitatum  diftinftio:  nimirum  » quod 
quadam  fint  reales  > live  vere»  ac  rea- 
liter  exiftentes  j qiredam  imaginaria:  , 
hoc  eft»  qua;  tantum  fingi  poliunt»  & 


imaginari. 

Dicuntur  ergo  quantitates  imagina- 
ria; » radices  numeri  paris»  qua?  extrahi 
debent  ex  quantitatibus  negativis*  e-eque 
tale  nomen  apud  Algebriftas  fortita;  funt* 
quia  fcilicet  funt  quantitates , qua:  ve- 
re »ac  realiter  non  exiftunt » fed  tantum 
finountur  » ac  imaginantur.  Jam  li  vul- 
gus confulas  Algebriftarum , non  aliam 
apud  ipfos  de  impotfibi  litate  harum  radi- 
cum rationem  invenies  » quain  quia  in- 
tellipi  non  poteft » quo  ligno  aihei  de- 
beant , ut  producant  poteftates  , ad  quas 
referuntur.  Sed  quoniam  hsc  ratio  coa- 
vincit  nos  potius  » quam  illuminat  i 
aliam  nos  hic  afferre  conabimur  , qu« 
harum  radicum  impolfibi litate  ad  oculH 
nobis  oftedat  Quumqitatio  ifta  ex  natura 
quantitatum  pofitivarum  , & negativaru, 
velut  ex  proprio  fuo  fonte, fit  deducenda, 
hac  prius  oportet  pauli»  clarius 


Natura  quantitatum,  pofttfaartm  , & 
negativarum  pauli  clarius 
ojlenditur . 

Diximus  fecundo  capite»  quantitates 
pofitivas  efle  illas , quas  fignum  f 
pta;cedit  quantitates  verb  negativas* 
qu;e  ligno  — afficiuntur . Sed  eodem  in 
Joco  explicuimus  etiam  » qua  ratione  in- 
telligendum  fit  illud » quod  vulgb  dicunt 
Algebriftae  * quantitates  pofitivas  ejfie  ni- 
hilo majores  * quantitates  negativas  ni- 
hilo minores : nimirum  * quod  quum  ze- 
ro*  fi  ve  nihilum  quantitatibus  additum» 
earum  valorem  nec  augeat»  nec  minuat  $ 
dicendum  fit  nihilo  majus,  quod  potis  eft 
alicujus  quantitatis  valorem  augere  ; Sc 
viciffim nihilo  minus» quod  quantitatis 
alicujus  valorem  minuere poteft  : adeo* 
ttt  quantitates  dicenda;  fint  pofitivae , v«l 
negativa; » non  quidem  propter  fe  , fed  ia 
ordine  ad  eas  » de  quibus  valorem  fuum 
affirmant » vel  negant. 

Jamhax:  facile  quidem  intelliguntur*’ 
quotiefcumque  quantitates  » qua;  dicun- 
tor negativa;  quiritatibus  aliis  politi  vis» 
i * iif- 
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lifque  majoribus  , adhajrent  ; fed  non  ita 
fecile  concipi  po/Tunt  , quum  ea;dem 
quantitates  negativa;  , vel  fola;  ponuntur,' 
vel  quantitatibus  aliis  adhserent  , qua;  et» 
fi  fint  pofitivct  , iis  tamen  funt  minores. 
Nemo  etenim  non  intelligit  quid  figni- 
ficet  expreffio  ifta  7 — quandoquidem, 
per  eam  valor  numeri  j negatur  de  valo- 
Te  numeri  7 ; atque  adeo  tantum  indica» 
tur  valor  numeri  2 . Sed  quid  fibi  velic 
harc  altera  expreffio  — 2 * vel  etiam  f 
7 » non  ita  liquidb  conflat 5 quum  ia 
prima  negatio  valoris  numeri  2 ad  nul- 
lam quantitatem  referatur;  in  fecundi* 
quantitas  , quje  negatur,  7 major  fit  illa* 
de  qua  negatur  , f. 

Itaque  illud  hic  oportet  ofiendamus  * 
qua  ratione  fieri  poffit,ut  quantitates 
negativa;  ,vrel  folar  reperiantur  , vel  aliis 
adh*reant , pofitivis  quidem , fed  majo- 
ribus ipfis  . Jd  explicant  primb  Algebri- 
fiw  mediantibus  debitis  , & creditis. 
Quemadmodum  etenim  credita  funt  bo- 
na affirmativa  , quia  peculium  augent 
ita  debita  confiderari  poliunt  veluti  bo- 
na negativa, quia  peculium  minuunt.Un- 
de  ficuti»quum  quis  centum  habet  credi- 
ti,quadraginta  vero  debiti, dicimus  pecu^ 
lium  ejus  effie  100  — 40^  ,it«  viciffim 
ri  quum 


ume** 


} 
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quum  habet  quadraginta  crediti  « cen- 
tum vero  debiti  » dici  poteft  , quod  pecu- 
Jium  ejus  fit  40—100.  Et  (imiiiterfi- 
cuti  quum  habet  centum  crediti  » nihil 
verb  debiti  , dicimus  peculium  ejusefle 
'loojita  viciflim  , quum  habet  centum 
debiti  , nihil  verb  crediti , dici  poteft  , 
quod  peculium  ejus  valeat  — 100. 

Hoc  idem  explicant  quoque  motu  lo- 
cali , in  quo  progreflus  dici  poteft  motus 
pofitivus , quia  auget  iter  confe&um  , k 
minuit  conficiendum  ; regreflus  motus 
negativus, quia  vicilfim  minuit  iter  con- 
fe&um  , augetque  conficiendum.  Si  enim 

D A C B 
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aliquem  promoveri  fupponamus  ab  A' 
versus  B pedibus  quinque,  atque  tum  re- 
trocedere a.  R ad  C pedibus  tribus  , dice- 
mus promotiorem  reperiri  in  C,  quam  in 
A pedibus  ? 3;  fed  fi  retrocedat  ^ B ad 

D pedibus  feptem  , tflnc  dici  poteft, 
promotiorem  efle  in  D , quam  in  A pe- 
dibus y*—  n.  Et  fimiliter , fi  aliquis  itec 
confe&urus  ab  A verfus  B,  procederit  ab 
A ad  C pedibus  duobus,  dicemus  refpe- 
&u  itineris  ooqficiendi  promotiorem  e/Te 

: .in 
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in  C * quam  in  A pedibus  2 •,  feti  fi  vicif-  1 
fim  retroceflerit  ab  A ad  D pedibus  duo* 
bus  > tunc  dici  poterit»  quod  promotior 
fit  ille  in  D » quam  in  A pedibus  — j. 
lltroque  hoc  exemplo  illud  clare  liquet* 


quantitates  » qua?  dicuntur  negativa?,noii 
minus  reales  elTe  »quam  quas  vocantur 
pofitivas  i fed  omne  difcrimen  inter  eas 
in  eo  politum  efle  » quod  quantitates  ne- 
gativa; interpretande  fint  fenfu  contra- 
rio ei  » quo  pofitivas  quantitates  inter- 
pretamur . Nam  ficuti  quum  dicimus* 
peculium  alicujus  efle  60  » intelligimus 
illud  tantundem  in  bonis  habere  * ut  fe- 
xaginta  perfolvere  poffit  j ita  quoque 
quum  dicimus  alicujus  peculium  valere 
60  » intelligimus  viciifim  ab  eo  abef- 
fe  fexaginta  » quo  dici  polfit  in  neutro 
ftatu  confiftere.  Et  fimiliter  ficuti  quum 
dicimus  , aliquem  dati  itineris  pedum 
decem  confe  ifle  pedes  4»  fenfus  eft  > eum 
in  tali  loco  verlari  * ut  illius  itineris 
nonnifi  fex  pedes  conficere  debeat ; ita 
quoque  quum  dicimus  dati  itineris  pe- 
dum decem  confe&os  efle  ab  aliquo  pede* 

- 4 * illud  ita  oportet  intelligatur  * ut 
conficere  debeat  pedes  quatuordecim»  qub 
ad  pra;fixam  perveniat  metam. 

Hac  igitur  ratione  in  Geometria  * ubi 


quan- 
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quantitates  per  longitudines  linearum 
defignantur,  li  linea  verfus  plagam  ali. 
quam  dufta  , habeatur  tamquam  pofiti- 
va  , erit  negativa  , quas  verfus  plagam 
©ppofitam  ducitur.  Ut  fi  ab  eodem  pun- 
&o  A ducatur  verfus  dextram  reda  li- 


nea AB  , & verfus  finiftram  re&a  linea 
AC  » pofito  , quod  prior  AB  fit  pofitiva» 
altera  AC  pro  negativa  habenda  erit.  At- 
que  hac  ratione,  lineas  negativas  minuere 
valorem  pofitivarum  , perfpicuum  qui- 
dem eft.  Nam  quemadmodum  linea;  po- 
fitiv»  DA  addendo  lineam  fimilitec 
pofitivam  AB,  conficitur  DB  , major  qui- 
dem , quina  DA  j ita  fi  eidem  lineae  po- 
iitivae  DA  addatur  linea  negativa  AC  , 
conficietur  DG  minor  quidem  » quim 
DA.  Quin  etiam  ficu ti  clare  liquet , li- 
neam pofitivam  DA  per  appofitlonem 
negativa;  AC  omnino  in  nihilum  redigi, 
fi  fuerit  AC  aequalis  ipfi  DA  i ita  liqui- 
do oatet  , eandem  lineam  pofitivam  DA 
per  appofitionem  ejufdem  lineae  negati- 
vae AC  negativam  evadere  , fi  fuerit  AG 
major  quidem  , quam  DA. 

Eadem  ratione  ia  Arithmetica  , ubi 


D 
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quantitates  per  numeros  exprimuntur, 
quemadmodu  numeri , qui  & zero  progre- 
diuntur,dicuntur  pofitiviita  dicedi  fuut 
negativi » qui  vicilTim  zeto  regrediun- 
tur. Unde  , quia  ifte  numerorum  a zero 
regrefTus  omnino  opponitur  progreffui, 
manifeftum  eft  etiam, numeros  negativos, 
additos  numeris  pofitivis,  eorum  vaio- 
rem  minuere  debere  : proindeque  exprcf- 
flo  ifta  j non  amplius  valere  debet, 
quatr.  2 . Atque  hac  ratione  perfpicuum 
eft  quoque,numeros  pofitivos  per  negaci- 
vorum  additionem  poffe  omnino  in  nihi- 
lum redigi  , fi  fcilicet  numeri  negativi 
sequales  fuerint  pofitivis  , quin  etiam  in 
negativos  abire  , fi  viciflim  negativi  ma- 
jores fuerint  pofitivis. 

Sed  qua  demum  ratione  numeri  nega- 
tivi poffint  effe  perinde  reales  , ac  politi- 
vi  , fcio  equidem  non  ita  facile  concipi 
pofle.  Numerorum  quippe  ea  videtur  ef- 
fe  natura,  ut  omnes  a zero  progredianturt 
proindeque  tamquam  omnino  H6Utii  ha- 
bendi funt  numeri  illi , qui  vicillima  ze- 
ro regrediuntur.  Et  fane  Veteres  de  Al- 
gebra  fcriptores  , qui  eam  tantum  in  nu- 
meris excolebant,  in  hac  erant  opinione, 
ut  numeri  negativi  , utpote  nihilo  mi- 
jnores  , e^Tent  fajfi  , ac  place  fi&itii  i Sc 

pioim 
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proinde  » ut  indicio  eflet » problema  pro- 
pofitum  folutu  impoifibile  efle,  quum  ia- 
ejus  folutione  huiufmodi  occurrent  nu- 
meri : qua  in  re  numerorum  naturam* 
ac  indolem  videntur  non  intellexi t- 

Te. 

Numeri  quippe  dupliciter  confiderari 
poffiint  * vel  fcilicet  in  abftra&o  * quate- 
nus in  ideis  noftra*  mentis  exiftunt  i veL 
in  concreto  , quatenus  rebus  phyftcis  * ac 
realibus  defignandis  applicantur  . Priori 
modo  * non  folum  nulli  funt  numeri  ne- 
gativi , fed  neque  etiam  ulli  numeri  fra- 
£U  i quia  ficuti  in  ideis  noftra:  mentis 
omnes  numeri  & zero  progrediuntur»  fic 
& quilibet  numerus  eft  major  unitate, 
ntpote  quar  velut  principium  omnis 
numeri  concipitur  . At  fi  fecundo  modo 
confiderentur,quemadmodum»pr«ter  nu- 
meros integros  » diihnguuntut  etiam 
numeri  fradti » quippe  qui  funt  una  » vel 
plures  partes  illarum  , in  quas  dividitur 
totum  » quod  unitas  reprjefentat  * ita 
quoque, praeter  numeros  pofitivos,  diftin- 
guendi  funt  etiam  numeri  negativi , ut 
fcilicet  per  eos  defignetur  hypothefis 
contraria  ei , quamdefignant  numeri  po- 
fitivi. 

Jam  dici  nequit » Veteres  Algebriilas 

Id- 
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idcirco  numeros  negativos  profa!fis,ac 
plane  fi&itiis  habuifle  , quia  numeros 
confideraverint  in  abftra&o  , Sc  non  in 
concreto  i quandoquidem  eadem  ratione 
a contemplatione  numerorum  fra&os 
etiam  rejicere  debuiflent  . Quocirca 
quum  veriti  non  fuerint,  numeros  in  in- 
tegros, & fraftos  difpefcere  j fatendum  efl, 
eos  confidera/Te  numeros  in  concreto, 
& non  in*  abftra&o  $ nec  proinde  culpa 
vacare  , quod  negativorum  numerorum 
realitatem  non  agnoverint . Sunt  itaque 
numeri  negativi  perinde  reales  , ac  pofi- 
tivi  j Sc  omne  difcrimen  inter  eos  in  eo 
confiftit,  quod  per  numeros  negativos  de* 
fignetur  rerum  realium  flatus,  live  hy- 
pothefis  una  ; per  numeros  negativos  ea- 
jumdem  rerum  flatus  * five  hypothelk 
contraria. 

Ex  hac  autem  quantitatum  pofitiva- 
rom  , & negativarum  idea  regulae  addi- 
tionis, & fubtractionis  , nempe  quod  ad- 
ditio fieri  debeat  iifdem  fignis  , fubtra- 
flio  fignis  omnino  mutatis  prono  alveo 
profluunt  . Nam  quemadmodum  addi- 
tione pofitivi  pofitivum  quidem  auge- 
tur , negativum  veri»  minuitur  j ita  vi- 
ciffim additione  negativi»  angetur  qui- 
dem  negativum,fed  minuitur  pofitivum. 
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Et  fitrtiliter  ficuti  fubtra&ione  pofitivl « 
pofitivum  minuitur  , negativum  auge- 
tur; ita  fubtra&ione  negativi*  pofitivum 
augetur  , negativum  verb  minuitur . Sed 
exinde  non  obfcure  colligi  quoque  pof- 
Hnt  regula;  multiplicationis  * & divifio- 
nis : nempe  * quod  producum  * vel  quo- 
tiens tunc  demum  affici  debeant  ligno — 
quum  quantitates  ad  multiplicandum  , 
vel  dividendum  propofita:  contrariis  li- 
gnis afficiuntur. 

Vera  etenim  multiplicationis  idea 
ha:c  eft,  ut  quantitas  multiplicanda  toties 
collocari  debeat  in  ftatu,  a multiplicatore 
defignato»  quot  partes  continet  ipfe  mul- 
tiplicator : adeo  > ut  quantitas  illa  * qua: 
vices  gerit  multiplicatoris  , non  folum 
oftendac  , quoties  multiplicanda  quanti- 
tas fumi  debeat, verum  etiam  in  quo  ftatu 
fit  collocanda.  Et  fimiliter  vera  notio  di- 
vifionis  eft,  ut  quantitatis  dividenda;  ea 
pars  collocari  debeat  in  ftatu  , defignato 
h divilore  * quam  divifor  ipfe  denominat: 
adeb  , ut  quantitas  illa  , qua:  locum  tenet 
diviforis,  non  folum  indicet,  qua;  par» 
ex  quantitate  dividenda  fumi  debeat , 
verum  etiam  in  quo  ftatu  pars  illa  iic 
reponenda  . Quocirca  quia  in  utraque 
pperatioiye  ftatu»  ifte  intelligi  debet  in 

of- 
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ordine  ad  eum  » in  quo  jam  reperitur$ 
fi  utique  quantitas  lit  negativa  » eadem- 
que  r<poni  debeat  in  ftatu  negativo  > re- 
ponenda erit  in  datu  «qui  iit  negativus 
negativi » hoc  eft  in  ftatu  pofitivo  ; & 
proinde  id  » quod  oritur  ex  multiplica- 
tione» vel  div»fione  duarum  quantitatum 
negativarum»  erit  pofitivum » & non  ne- 
gativum. 

. II.  y 

Quantitatum-,  qua  dicuntur  imaginaria» 
impoffibi litas  ojlendttur . 

• * * < 1 * '1  ^ 

NAtura  quantitatum  pofitivarum,&- 
negativarum  pauli  clarius  expli» 
cata  «haud  difficile  modo  erit » oftendere 
Impoffibilitatem  earum  quantitatum» 
qua;  dicuntur  imaginariae . Hunc  in  fi* 
nem  praemittendum  eft  primb » radicum 
extraftiones  perfici  poffe » inveniendo  in* 
ter  duas  datas  quantitates  unam»  aut  pia- 
res medias  proportionales : nempe  unam» 
quum  extrahenda  eft  radix  quadrata» 
duas  » quum  extrahenda  eft  radix  cubica} 
tres  » quum  quaeritur  radix  quadrato* 
quadrata^  atque  ita  deinceps . Quod  ne 
Tyrones  noftros  offendat,  illnd  hic  often- 
dete  non  gravabimur. 

O Et 
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Et  primi)  quidem  in  extrac\ion e radi- 
cis quadrat®  notum  eft  , talem  invenien- 
dam efle  quantitatem»ut  quadratum  ejus 
quantitatem  propofitam  producat. Itaque, 
ii  ab  fit  data  quantitas,  extrahetur  ex  illa 
quadrata  radix  , fi  hujufmodi  inveniatur 
quantitas  , ut  ex  multiplicatione  ejus  ia 
fe  ipfam  oriatur  quantitas  data  ab  . Jam 
verS,fi  x fit  media  proportionalis  inter  at 
& b , quadratum  termini  medii  x squale 
erit  ei,  quod  ex  extremorum  a,  Sl  b mul- 
tiplicatione producitur. Quare  extrahetur 
ex  ab  quadrata  radix  , fi  inveniatur  me- 
dia proportionalis  inter  quantitates  a , & 
b , ex  quarum  mutua  multiplicatione 
producitur  data  quantitas  ab  . 

Secundi»  in  extra&ione  radicis  cubica; 
perfpicuum  eft  , talem  inveniendam  efle 
quantitatem  , ut  cubus  ejus  quantitatem 
propofitam  producat . Quocirca, fi  a3b  fit 
data  quantitas  , extrahetur  ex  illa  radix 
cubica  , fi  talis  inveniatur  quantitas  , ut 
multiplicando  eam  bis  in  fe  ipfam  , oria- 
tur data  quantitas  a3b  . Jam  veri),  fi  x fit 
prima  ex  duabus  mediis  proportionali- 
bus inter  a , & b , Scy  fecunda*  erit  a 3 ad 
x3  , ut  a ad^,  five  ut  x ad  b $ & propte- 
xea  x*  , hoc  eft  cubus  ipfius  x squalis  ei, 
quod  producitur , multiplicando  a 3 per 
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6.  Itaque  extrahetur  ex  cubica  radix, 
fi  capiatur  prima  ex  duabusmediis  pro- 
portionalibus  inter  a t 8c  6*  ' 

Tertib  in  extradione  radicis  quadrae 
to-quadrat»  talem  oportet  quantitatem 
nvenire  , ut  ejus  quadrato-quadratum 
quantitatem  propofitam  reftituat.Itaque, 

3ta  extrahetur ex 

i ia  radix  quadra to-quadrata  , fi  hujuf- 
modi  inveniatur  quantitas , ut  multipli- 
cando  eam  ter  in  fc  ipfam  , oriatur  data 
quantitas  aU.  Jam  ver&,  (T  ex  tribus  me- 
dus proportionalibus  inter  a , & b , x fit 
prima»  fecunda  , & * tertia  • crit  ad 

Tea  *«five  ¥**#*}&  propte- 

rea  , hoc  efi  quadrato-quadratum'  ip* 

fius Aequale  erit  ei,  quod  gignit^, 

a5i.radu:  quadrato-quadrata  , fl 
cfoP„'!!“k  Pr-‘ma  ‘X  ‘ribus  mediis  pt°P°t- 

dasN2dlfnmiliter  o(tcnJetur»  rnvenien- 

in  ex^UaCU°rJmediaS  Portionales 
nextraflione  radicis  quinta? , quinque 

fradi?is  re«*-  C'X  ia  extra, 
fata  P i ept,ma!  ’ atclue  ««  dein- 

Ute«r*nK a“‘™  omnii  £enera- 

quotcdmd  the°rem.ate  • q“od  fi  fuerint 
quotcumque  quantitates  continue  pro- 

^ ? por- 
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portionales  , ea  fecunda:  poteftas  , quam  ■> 
defignat  numerus  omnium  una  dempta  , 
sequalis  fit  ei  , quod  producitur  , multi- 
plicando poteftatem  prima:  proxime  mi- 
norem per  ultimam,  llt  fi  fuerint',  ex- 
empli caufa  » decem  quantitates  continue 
proportionales  , nona  poteftas  fecunda; 
aqualis  (it  ei * quod  oritur  , multiplican- 
do oftavam  poteftatem  prima:  per  ulti- 
mam. 

Jam, quum  problemata  de  radicibus  ' 
extrahendis  non  differant  ab  iis  , in  qui- 
bus unam  , aut  plures  medias  propor- 
tionales inter  duas  datas  quantitates 
oportet  invenire  * non  alia  meliori  ratio- 
ne oftendi  poterit  impoflibilitas  earum 
quantitatum  , qua:  dicuntur  imaginaria:, 
quam  oftendendo  inter  quanticatem  po- 
Ctivam  , & negativam  pofle  quidem  duas, 
quatnor  , aut  fex  medias  proportionales 
inveniri  jfed  non  item  unam  , tres  , aut 
quinque.  Oriuntur  etenim  quantitates 
imaginaria  , quum  radices  funt  extra- 
henda: ex  quantitatibus  negativis , qua; 
confideratur  tamquam  poteftates  numeri 
paris.  Itaque,  quia  in  extrahendis  radici- 
bus , qua:  ad  has  poteftates  referuntur,  in- 
venienda; funt  una,  tres,  aut  quinque 
medie  proportionales*  oftcndctur»  radices 

illas 
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Illas  extrahi  non  pofle  > quum  quarttita- 
tes  funt  negativa:  > (i  utique  offendi  pof- 
fit  inter  quantitatem  pofitivam  * & nega- 
tivam unam  * tres  , aut  quinque  me- 
dias pfoportionales  nequaquam  pofTe  re- 
periri. 

Ad  hoc  autem  oftendendum  necefle  efl» 
certum  flatuere  criterium  , quo  median- 
te nullo  negotio  cognofci  poffic  » num 
quatuor  quantitates  fint  proportionales» 
necne.  Neque  enim  ea,qua:  paflim  af- 
feruntur » poliunt  huic  rei  Offendendas 
ufui  nobis  efle  > quippe  qua:  fupponunt 
omnia  » quantitates » qua:  inter  fe  mutub 
comparantur » efie  unius  ejufdemque  ge- 
neris, Uve  flatus  » hoc  efl,  vel  omnes  pofi- 
tivas  » vel  omnes  negativas.  Oportet  igi- 
tur , ut  aliud  flatuamus  criterium  , quod 
Certiffimum  , & evidentlffimum  , etiam 
ad  quantitates  diverfi  flatus  fe  extendat : 
quod  quum  ha&enus  non  modo  i nemi- 
hc,quem  fclam»fit  tentatff>fed  neq;  etiam 
ab  ullo  fomniatutti  * hinc  fa&um,utdo- 
dtrina  Hia  femper  difficultatibus  » iifque 
graviffimis , fuerit  involuta. 

Et  quidem  quia  vera  notio  proportio- 
nis hasc  efl » ut  tunc  quidem  dicerida;  fine 
proportionales  quatuor  magnitudines,  fi- 
ve  quantitates»  quotiefcumque  ancece- 
O j dcn« 
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dentes  refpeclu  fuorum  confequentium 
eadem  lege  progrediuntur  non  aliud 
tamquam  criterium  certum  proportionis 
(latui  poterit  , qulim  ut  dicamus,  propor- 
tionales efle  quatuor  quantitates  , quo- 
tiefcumque  quicquid  efficitur  ab  uno  an- 
tecedentium,ut  confequentem  fuum  ada- 
quet , id  omne  fieri  debeat  ab  alio  ante- 
cedente , ut  ada;quet  quoque  fuum  con- 
fequentem. Atque  hoc  quidem  criterium 
adeo  certiffimum,&  evidentiffimum  mihi 
videtur  , ut  crediderim  obfcurari  potius, 
quam  illu(lrari,fi  fufiori  oratione  verita- 
tem ejus  oftendere  vellem  ; quippe  quod 
ex  ipfa  proportionis  idea  fponte  Tua  con- 
fequitur. 

Hujus  itaque  criterii  ope  difeimus  pri- 
mb, quatuor  quantitates  2, 6,  — 4,  — iz 
proportionales  efle  j quia  ficuti  ante- 
cedens 2 fumi  debet  ter  in  flatu  fuo  , qub 
confequentem,  ad  quem  refertur , adar- 
quet  i ita  antecedens  alter  — . 4 fumera 
dus  eft  etiam  ter  in  flatu  fuo  ,quo  poffit 
fuum  fimiliter  confequentem  adaquare. 
Difeimus  fecundb  proportionales  efle  et- 
iam, tam  quantitates  2,  — 6 , 4 , — 12, 
quam  quantitates — 2 , 6,  — 4 , 12  i 
quia  in  utraque  analogia  licuti  antece- 
cedens  uuus  fumi  debet  ter  iu  flatu  con- 
tra- 


i. 
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trario  » ut  confequentem  fuum  ada?quetj 
ita  antecedens  alter  Tumendus  eft  ter  in. 
ftatu  contrario  » quo  Tuum  etiam  confe- 
quentem  adajquet.  Atque  ita  quoque  di- 
fcimus  tertib  proportionales  efle  , tam 
quantitates  2 , — 6,—  4»  12  » quam 
quantitates  — 2,6  » 4»-^  1 2»  quandoquj- 
dem  in  utraq;proportioneambo  antecede- 


tes  fumi  debent  ter  in  ftatu  contrario, quo 
fuos  pofllnt  confequentes  adaquare. 

Difcimus  , inquam  , uno  verbo  illius 
criterii  ope  , quod  (i  quatuor  quantitates 
proportionales  fuerint  * qua  quantitates  * 
proportio  earum  non  perturbetur  , fi  du* 
quaevis  fumantur  unius  ftatus  , & ali* 
duae  ftatus  oppofiti.  Sed  ejufdem  criterii 
ope  difcimus  quoque,  proportionem  qua- 
tuor quantitatum  alterari , fi  tres  qui- 
dem fumantur  unius  ftatus,  & quarta 
ftatus  contrarii  * Neque  enim  fubliftit 
haec  analogi»* , ut  2 ad  6 » ita  4 ad  1 2f 
multbque  minus  h*c  alia  , ut  — « 2 ad 
6,  ita  — 4 ad  12  j quandoquidem  in 
utraque  antecedens  unus  fumi  debet  ter 
in  ftatu  fuo  » quo  fuum  confequentem 
adsquet  } quum  tamen  antecedens  alter 
fumendus  eft  ter  in  ftatu  contrario  , quo 
fuum  fimiliter  confequentem  poffitad*- 
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Subfiftit  itaque  proportio  inter  quan- 
titates di verfi  ftatus  , fi  fervantes  legem 
proportionis  ■>  qua  quantitates  , dua:  fue- 
rint unius  ftatus  , Sc  alise  dua?  ftatus  con- 
trarii. Undemodb  fponte  fua  confequi- 
tur  , inter  quantitatem  pofitivam  , & ne- 
gativam pofle  quidem  duas  , quatuor  • 
aut  fex  medias  proportionales  inveniri  , 
fed  non  item  unam  , tres  , aut  quinque* 
atque  adeo  radices  extrahi  quidem  pofle 
ex  poteftatibus  negativis  numeri  imparis, 
fed  non  item  ex  poteftatibus  negativis 
numeri  paris.  Nam,  quotiefcumque  inter 
quantitatem  pofitivam  , & negata am 
dua:  media:  proportionales  proponuntur 
invenienda: , poterit  illarum  una  efle  ne- 
gativa , altera  pofitiva  j ac  propterea  in- 
ter quantitates  diverfi  ftatus  proportio  « 
confiftere.  Sed  , quum  una  tantum  media 
proportionalis  proponitur  invenienda  , 
quia  ea  efle  debet  , vel  pofitiva,  vel  ne- 
gativa i jam  ex  quatuor  terminis  tres 
erunt  unius  ftatus  , & quartus  ftatus 
contrarii  nec  proinde  inter  eos  ulla  po- 
terit efle  proportio. 

Ut  fi  velim  , exempli  caufa  , inter 
quantitatem  pofitivam  2 , & quantita- 
tem negativam— 16  duas  medias  pro- 
portionales invenire, earum  una  erit  —4, 
k V 
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altera  8 . Nam  deuti  prima,  ut  confi- 
ciat  fecunda,  fumi  debet  bis  in  flatu  con- 
trario i ita  fecunda  , ut  conficiat  tertiam, 
& tertia  , ut  conficiat  quartam  , fumen- 
dx  funt  etiam  bis  in  flatu  oppodto  ei , in 
quo  jam  reperiuntur.  Sed,  fi  inter  quan* 
titatem  pofitivam  2 , & quantitatem  ne- 
gativam — 8 quarratur  una  tantum  me- 
dia proportionalis,  ea  exhiberi  non  pote- 
rit . Nam  vel  aflumitur  pofitiva  4 ; Sc 
prima  quidem  fumi  debet  bis  in  flatu  fuo, 
ut  conficiat  fecundam  j fecunda  verb  bis 
in  flatu  oppodto , ut  conficiat  tertiam. 

Vel  aflumitur  negativa  — 4 j & vicilfim 

prima  fumenda  erit  bis  in  flatu  contra- 
rio , quo  fecundam  adaequet  , fecunda 
verb  bis  in  flatu  fuo  , quo  poffic  tertiam 
adaquare. 

Eadem  omnino  ratione  oftendetur 
quoque  , inter  quantitatem  pofitivam , Sc 
negativam  pofle  quidem  quatuor  , fex  » 
aut  ofto  medias  proportionales  inveniri, 
fed  non  item  tres  , quinque  , aut  feptem. 
Atque  hac  ratione  jam  ex  proprio  fuo 
fonte impoifibilitas  earum  quantitatum, 
qua:  dicuntur  imaginariar , dedufta  mi- 
hi videtur.  Interim  nolim  hic  reticere, 
impofiibilitatemiftam  in  «o  tantum  con- 
ata , quod  quantitates  111»,  aec  polline 

efle 
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efle  pofitivK  , nec  negativa  ; fed  non 
hinc  eas  omnino  fiftitias  dixerim  . Nam 
afleverare  non  vereor  * tertium  quen- 
dam  flatum  fingi  pofle»  qui  iit  medius  in- 
ter politivum » & negativum  » & in  quo 
quantitates  illa;  fint  reponenda:  . Quin 
imo  in  Geometria  fpes  pulcherrima  me 
fovet  » quod  ficu ti  quantitates  poiitiva:  * 

Sc  negativa;  explicantur  per  lineas»ad  pla- 
gas oppolitas  tendentes  i iic  & quantita- 
tes , qua:  dicuntur  imaginaria:  , explicari 
poflint  per  lineas  , qua:  ad  plagas  inter-  " 
inedias  tendant. 

Gsterum  » quum  quantitates  negati va; 
fint  perinde  reales  , ac  poiitiva:  j illud 
exinde  colligi  poterit»  quantitatem  ne- 
gativam — - 4 efle  minorem  quantitate 
pofitiva  2 ratione  flatus  ; fed  maiorem 
ratione  quantitatis . Unde  modi»  facile 
intelligi  poteft  » qua  ratione  dici  polfit  z 
efle  ad  — 4, ut  — f ad  1 o » & tamen  vera 
efle  Euciidea  Propofitio  » quod  ii  quatuor 
quantitates  proportionales  fuerint  » fe- 
cunda quarta  iit  major  » minor  » vel 
«qualis  » perinde  ac  prima  tertia  eft  ma- 
jor » minor  , vel  a:qualis.  Confideravit 
etenim  Euclides  in  illa  propoiitione  ex- 
ceflum  » defe&um  » vel  «qualitatem » 
qu*  oritur  cx  proprja  cujuique  termini 

quan- 
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quantitate  : Sc  profe&5  verum  eft  dicere» 
quod  ficuti  ratione  quantitatis  primus 
terminus  2 eft  minor  tertio  — 4 * ita  fe„ 
eundus  — f minor  fit  quarto  10. 

III. 

Calculus  quantitatum  » qua  dicuntur 
i magi  nari  a » exponitur. 

t 

ETfi  quantitates,  qua? dicuntur  ima- 
ginaria; , faltem  in  ftatu  pofitivo,  Sc 
negativo  , vere  , ac  realiter  non  exiftant, 
fed  tantum  fingi  pofiint , ac  imaginari  } 
quia  tamen  ia  refolutione  problematum 
fa?pe  f*pius  nobis  occurrunt » contingere 
quandoque  poteft , ut  ea;  etiam  ad  calcu- 
lum poni  debeant.  Quocirca  , ne  aliquid 
pra;termittamus  , quod  ad  quantitatum 
calculum  pertinere  videatur , illud  nunc 
oftendemus  , qua  ratione  quantitatum  , 
qua;  dicuntur  imaginari*,  calculus  perfi- 
ci poflit.  Sed  hac  in  re  non  multum  mo- 
rabimur . Nam  , quum  hujufcemodi 
quantitates  exprimantur  ad  inftar  radi- 
caiium , perficietur  calculus  ipfarum  iif- 
dem  ferme  regulis  , quibus  radiealiuin 
quantitatum  calculus  perficitur.  i 

Itaque  prrnqib  quantitates  imaginari* 
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reducuntur  ad  fimpliciores  fuas  expref- 
fiones  , collocando  extra  fignum  id  omne, 
quod  in  iiseft  fimul  rationale  y ac  pofiti- 
vum  : qua  ratione  quantitas  imaginaria 
v'  — — 1 2 reducetur  ad  2\/  — . 3 ; & quan- 
titas imaginaria  v'  — • 4 » redudla  ad  fim- 
pliciores fuas  expreifiones  , fiet  21/  — r. 
Sed  viciffim  quantitates  , extra  fignum 
exiftentes,  fub  figno  collocabuntur  ele- 
vando illas  ad  poteftatem  i figno  denomi- 
natam , eafdemque  multiplicando  per 
quantitates  , qua;  fub  figno  reperiuntur  ; 
Qua  ratione  g\/  — 2 erit  idem  y ac  v'— 
18  j&  2v/ — y idem  erit  > ac  20. 

Secundo  ? quantitates  Imaginaria;  ad- 
duntur in  unum  y conjungendo  fimul 
coefficientes  ipfarum  y quotiefcumque  re- 
du&e  ad  fimpliciores  fuas  exprefiionesy 
eandem  habent  fub  radicali  figno  quanti- 
tatem. Sic  fumma  ex  quantitatibus  ima- 
ginariis 2v/  — - 2y  & gv/  — • 2 erit  2y 

& fimiliter  fumma  ex  quantitatibus  ima- 
ginariis jv'  — 1 y&4\/  — 1 , erit  7v/— . 

1 . Sed  fi  ad  fimpliciores  fuos  terminos 
redu&a?>  diverfas  habeant  fub  radicali  fi- 
gno quantitates  y tunc  fiet  additio  , con- 
jungendo eas  figno  f.  Qua  ratione  fumma 
ex  quantitatibus  imaginariis  2v/—  5 y Sc 

— 2 y erit  2\/  — . 3 f jv/  *—  a. 

Ter- 
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Tertii»  , quantitates  imaginaria;  fub- 
trahuntur  a fe  mutui»,  fubducendo  coeffi- 
ciertem  unius  h coefficiente  alterius, 

JjLOtiefcumque  redinSl»  ad  fimpliciores 
uas  exprefliones.,  eandem  hab;nt  quan- 
titatem fub  figno  radicali.  Sic  refiduum» 
quod  oritur  , fubtrahendo  2\/— -2  ex 
*/  — 2 , erit  jv/— .2  j & fimiliter  re- 
liduum  , quod  nafcitur  , fubducendo 
1 ex  7v/  — 1 , erit  ^v/  — . 1 . Sed  fi 
ad  fimpliciores  fuos  terminos  redu£he, 
habeant  fub  radicali  figno  diverfas 
quantitates  $ tunc  non  aiiter  quantita- 
tum fubtra&io  fieri  poterit  , quam 
conjungendo  eas  figno  — . Qua  ratione 
id  , quod  relinquitur,  quum  fubtrahitur 
-*/  — $ ex  3»/—  2 , erit  jv/—  2 — 
3v/“~  b 

Quarti» , fi  additio  , vel  fubtraftio  fieri 
debeat  inter  quantitatem  unam  realem, 
& quantitatem  alteram  imaginariam ) 
tunc  non  alia  ratione  inftituenda  , 
quam  adhibito  figno  f ,vel— Sic  ad 
addendum  3 cum  \/  — - 3 , fcribendum 
eftgf  v/  - — « 3 , pariterque  ad  addendum 
y/6  cum  v'  — 3 , fcribi  debet  v/6  ^ 

Atque  ita  quoqj  ad  fubtrahendum  \/  — • $ 
ex  f , fcribendum  eft  j — , \/  — . 9 j & 
>/6  3 , ad  fubtrahendum  y/  * 

ex 
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ex  v/£  , Neque  refert  , quotiefdafftque 
quantitas  reatis  eft  radicatis,  quod  illa 
eandem  habeat  quantitatem  fub  ligno  ra- 
dicali  , ac  quantitas  imaginaria . Nam 
adhuc  ad  addendum  v/~  3 cum  \/$,fcrl- 
bendum  eft  \/\  f v/—  ad  fubcrahen- 
, dum  v/  — 5 eat  v/j  » fctibi  debet  v/3  -W 

Quintb  , quantitates  imaginariae  m$- 
txplicari  poffunt  per  fe  mutub  abfqne  eo, 
quod  ad  fimpliciores  fuos  terminds  revo- 
centur ;quum  fufficiat, ad  invicem  multi- 
plicare quantitates  ipfas  , fub  fignrs  exi- 
ftentes  , Se  produ&o  idem  radicale  fignum 
praefigere  . Qua  ratione  productam»  quod 
oritur  , multiplicando  \/  — - 2 per  v/— « 3, 
erit  y/6  ■,  & fimiliter  id, quod  gignitur, 
multiplicando  \/«— f per  v/«6j  erit 
v/30  . Ex  quo  patet , produftum  ex  dua- 
bus quibufvis  quantitatibus  imagina- 
riis effe  quantitatem  aliam  realem»&  noh‘ 
quidem  imaginariam . Sed  fi  multiplica- 
ri debeat  </3  per\/—  6 , producum  erit 
y/  — j 8,5c  limiliter»quia  2 eft  ide?ac  v/4, 
multiplicando  2 per  v/*—  3 , producetur 

Sextb , quantitafes  imaginariae  dividi 
quoque  poffunt  per  fe  mutufc,  abfque  eo, 
quod  ad  fimpliciores  fuas  exprrtficfiies  re- 

du- 
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ducantur;  quum  fimiliter  latis  fit»  ad  in- 
vicem dividere  quantitates  iplas  » fub  fi- 
gnis  exiftentes  , & quotienti  idem  radica- 
le  lignum  pra?figere , Qua  ratione  quo- 
tiens » qui  oritur  » dividendo  */•— « i a pec 
s/  — 2,  erit  v/6;  pariterque  id,  quod  pro- 
ducitur » dividendo  \/  — i 8 per  v/  — 6 t 
erit  v/3  . Ex  quo  patet»  quotientem  , qui 
oritur  ex  divilione  duarum  quantitatum 
imaginariarum , efle  quantitatem  aliam 
realem,  & non  quidem  imaginariam-  Sed 

fi  dividere  oporteat  >/i  2 per  \/ — 6 , vel 

etiam  \/—  12  per  \/6  quotiens  erit 
y/. — 2 iSc  fimiliter  quia  2 idem  eft,ac  s/4* 
dividendo  x/  — 12  per  2 , quotiens  fiet 
x/  — 5. 

Septimb  , ad  elevandas  quantitates 
imaginarias  ad  datam  quamcumque  po- 
teftatem  neque  etiam  necefle  eft  , ad  fim- 
pliciores  fuos  terminos  eas  revocare; 
quum  fufficiat,ad  poteftatem  illam  attoU 
Iere  quantitates  ipfas » fub  figno  exiften- 
tes , iifque  idem  radicale  fignum  pnefige- 
re  . Qua  ratione  quadratum  3* 

erit  v/9  , hoc  eft  3 , vel  etiam  — 5 » & cu- 
bus ex  v/  — i erit  x/  — 27  • Pariterque 
quadratum  ex  \/—  a erit  x/4 , hoc  eft  2» 
vel  etiam  — 2 j & cubus  ex  v/— - 2 erit 
✓ 8 . Unde  patet , quantitatum  ima- 
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ginariarum  poteftates  quidem  numeri 
paris  efle  quantitates  veras,  ac  reales  j po- 
teftates  verb  numeri  imparis  efle  quan- 
titates fimiliter  imaginarias. 

Denique , ad  extrahendas  radices  ex 
quantitatibus  imaginariis , neque  etiam 
ulla  opus  eft  earum  ad  fimpliciores  fuos 
terminos  redu&lone  j quum  fatis  fit , il-  ' 
las  extrahere  ex  quantitatibus  , fub  figno 
exiftentibus,  iifque  idem  radicale  lignum 
pra?figere  j vel  etiam  , fi  quantitates , fub 
ligno  exiftentes  , radices  illas  non  admit- 
tant , multiplicare  indicem  figni  radica- 
lis  per  indicem  quajfit*  radicis . Qua  ra- 
tione radix  cubica  quantitatis  imagina- 
ria; v/— -8  erit\/— 2 j fed  radix  cubi- 
ca quantitatis  imaginaria*  i/«—  6 erit 
%/6  — ■ 6.  Atque  ita  quoq;  quadrata  radix 
ex  quantitate  imaginaria  v/  — 9 erit 
y/A  *—  9 j quum  radix  illa  ex  quantitate» 
fub  figuo  exiftente  , velut  negativa , ex- 
trahi non  pofsit. 

Sed  qua  ratione  v/4  — 9 pofsit  efle 
quadrata  radix  quantitatis  imaginaria; 
y/  — - 9 * non  ita  facile  intelliget  , qui 
pauio  ante  didicerit , quantitatum  ima- 
ginariarum poteftates  numeri  paris  efle 
quantitates  veras  , ac  reales.  Sic  enim 
quadratum  a*  •—  9 exit  fimul  realis* 

& ima- 
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k imaginari^  realis  inquam,  quia  ex  re- 
gula , fuperius  tradita  , effe  debet  \/«  81  * 
imaginaria  verh  , quia  multiplicando 
v/'4  — 9, per  fe  ipfam,neceffe  efl,ut  produ- 
catur v/  — 9 » cujus  quadratam  radicem 
quantitas  illa  repraffentat  . Sed  anti- 
nomiam illam  nullo  negotio  compone- 
mus, fi  recordemur  eorum  , qua;  fuperius 
di&a  futit : nimirum  potellates  pofitivas 
numeri  paris  duas  radices  habere  , unam 
nempe  pofitivam  , & alteram  negativam. 
Sic  enim  quadrata  radix  numeri  81 
erit  tam  9 * quam  i — 9 j atque  adeo 
\/4  81  , erit  non  madi)  ^9  , verum  etiam 
\/  — 9. 

Jam  in  harum  quantitatum  calculo 
expediendo  illud  requiritur  » ut  ea;  fint 
ej’ufdenj  denominationis , five  idem  ha-» 
beSmrTignum  radicale.  Quocirca  li  quan- 
titates offerantur  denominationis  diver- 
fe , neceffe  eft  prius  ad  eandem  denomi- 
nationem illas  reducere.  Reducuntur  au- 
tem quantitates  imaginaria;  ad  eandem 
denominationem  eodem  plane  artificio, 
quo  fithojufmodi  redu&io  in  quantita- 
tibus radicalibus  , qua;  funt  verre,  ac  rea- 
les  . Qua  ratione  quantitates  imaginaria; 

— 2 1 &C\/  «—  j , reduce  ad  eandem 
denoniinacionem  erunt  - a,  «Sc  J4  9) 

pari- 
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pariterque  fi  quantitas  imaginaria  y/— 
reducenda  fit  ad  eandem  denominatio, 
nem  cum  quantitate  reali  y/3  7 , erit  una 
v"5  • — 27»  altera  s/6  49. 

Quod  fi  quantitates  imaginaria;  quan* 
titatibus  aliis  adhaireant 7 live  realibus, 
five  etiam  imaginariis  * earum  calculus 
fiet  quoque  eadem  omnino  ratione  7 ac 
calculus  radicalium  compofitarum  , Jta 
fumma  ex  f f y/  — 1 8 » & 3 — — yo 

erit  8 y/.—  8 * & refiduum  , quod  ori. 

tu  r 7 Subtrahendo  4 — </ — . f 4 ex  toj1 
y — 24 , erit  6 f y/  < — i yo  . Pariterque 
id  * quod  producitur  » multiplicando  2 
v/  — 2 per  2 ■ — y/  < — 3,  erit  4 i — ay/  — 3 
ijf  2k/  — 2 < — v/6  7 & id  » quod  gignitur, 
dividendo  \/6  f y/  •—  9 — y/  — 10  — 
v/-—  1 j-  per  y/2  f y/  *—  3,  erit  y/3»— s/— f. 
'Atque  ita  quoque  quadratum  ex  y/f  ^ 
y/  • — 37  erit  2 f y/  — - - 6o>  & quadrata  ra- 
dix binomii  1 f \/— . 24  erit  v/3  ^ 

y — «-2. 

Interim  in  calculo  harum  quantita- 
tum illud  fedulh  notandum  exiftimo, 
quod  tametfi  » multiplicando  y/. — 3 per 
'J  — ? » producatur  quantitas  realis  1/9, 
qu;e  poteft  elTe  vel  3 7 vel  etiam  — . 3 » hic 
tamen  quantitas  illa  Tumenda  fit  femper 
Jiegativa,  & non  pofitiva:  adeo,  ut  produ- 

CluJU 


— — 


Digitized  by  G )Og(e 


Eik  Lib.I.  Cap.io.  i 

flum  ex  v/ — 3 per  v/  ■ — 3 debeat  efle 
— 3 , & non  quidem  3 . Id  autem  ipfa 
quantitatum  imaginariarum  genefis  fua- 
det . Nam  hujufmodi  quantitates  oriun- 
tur, extrahendo  radicem,  exempli  gratia, 
quadratam  ex  quantitatibus  negativis. 
Quocirca  nece/Te  eft, ut  quadrata  ipfarum 
quantitates  producant  negativas  , & non 
politi  vas.  ’ 

Hac  igitur  ratione  quadratum  ex  s/f 
^ v/  — 3 erit  2 f i/  < — .60  , & non  8 f 
\/  — 60  , quia  fcilicet  quadratum  partis 
imaginaria:  \/  ■ — 3 eft  quantitas  negativa 
— - 3 , & non  jam  quantitas  poficiva  3. 
Atque  hoc  non  folum  locum  habet, quum 
quantitates  , qua:  ad  invicem  multipli- 
cantur, inter  fe  fu  nt  aquales , hpc  eft, 
quum  alicujus  quantitatis  imaginaria? 
quadratum  qua?riturj  verum  etiam  quum 
quantitates,  ad  multiplicandum  propofi- 
ta:,  fuerint  inaequales  . Ita  multiplicando 
v/  — 3 per  \/  — 1 2 producitur  quantitas 
realis  \/36,qua?  etfi  pofllt  effetam  6, 
quam  — 6 , nihilominus,  veluti  orta  ex 
duabus  quantitatibus  imaginariis , per  fe 
mutub  multiplicatis, negativa  tantum  fu- 
mi debet. 

Atque  hinc  modh  , fi  multiplicari  de- 
beat v/—  3 per*—\/— 3,  produttum 
P * eric 
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erit  quantitas  pofitiva  5 . Nam  quantita- 
tes,ad  multiplicandum  propofitae, contra- 
riis fignis  afficiuntur:  proindeque  produ- 
flumi  quod  inde  oritur,  justa  regulas  fi- 
gncrum  , fumi  debet  negativum  , & non 
pofitivum  . Itaque,  quia  id,  quod  produ- 
citur ex  multiplicatione  illarum  quan- 
titatum , eft  quantitas  negativa  — - 3 , & 
negativum  negativi  eft  pofitivum  j erit 
prodn&um  propofita?  multiplicationis 
quantitas  pofitiva  3 . Atque  ita  quoque 
erit  6 id,  quod  producitur  , multiplican- 
do, vel  \/  — 3 per  — - v/  — 1 - , vel  etiam 
*—  v/ 1 — 3 per  v/—i2. 

Et  quoniam  divifio  deftruit  id  , quod 
componit  multiplicatio  ,perfpicuum  eft 
quoque, quod  ficuti  multiplicando  v/— 3 
per  •—  v/*-—  3 , producitur  quantitas 
realis  pofitiva  3 $ ita  dividendo  3 per 
v/  — . 5,  produci  debeat  — - \/  — - 3.  Atque 
ita  quoque  , quemadmodum  produftum» 
quod  oritur  , multiplicando  \/  — 1 2 per 
- v/  — 3 eft  quantitas  realis  pofiti  va  6j 
ita  quotiens  , qui  gignitur  , dividendo  6 
per  i debeat  elfe  — — 3. 


* ^ 4*  * 
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Alia  quadam  de  quantitati ffiit  imagini* 
riis  afferuntur . 

EX  calculo  mox  tradito  quantitatum 
imaginariarum  » perfpicuum  eft* 
quantitates  imaginarias  non  aliter  quan- 
titatibus-realibus  opponi > quim  negati- 
va: potiti  vis  . Nam  primb  » quemadmo- 
dum multipLicando  * auc  dividendo 
quantitatem  pofitivam  per  quantitatem 
negativam  ,.producitur  quantitas  alia  fi- 
jniliter  negativa  i ita  multiplicando*  aut 
dividendo  quantitatem  realem  per  quanq 
titatem  imaginariam  producitur  quanti- 
tas alia  fimiiiter  imaginaria  . Et  fecundo 
ficuti  producum , vel  quotiens  , qui  ori- 
tur ex  duabus  quantitatibus  negativis, 
per  fe  mutub  multiplicatis  • vel  divitis* 
eft  quantitas  pofitiva  ■,  ita  id  * quod  pro* 
ducitur  ex  multiplicatione  * aut  divifio- 
ne  duarum  quantitatum  imaginariarum 
eft  quantitas  * non  qqillB  Unagmafu* 
fed  realis  . 

Verum  quidem  eft  * id  non  adhuc  vel 
faltem  omnibus  omnino  Algebriftis  in- 
notuifle  * producum  , vel  quotientem  est 
p 3 ' mul- 
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mnltiplicatione  , vel  divifione  duarum 
quantitatum  imaginariarum  efle  quanti- 
tatem aliaiji  veram  , ac  realem  5 quum 
nondefin{,qui  in  fu  is  Algebra;  Elemen- 
tis doceant , quantitates  duas  imagina- 
rias, per  fe  mutub  multiplicatas  , vel  di- 
vites, quantitatem  aliam  imaginariam 
producere.  Sed  eos  in  maximo  errore  ver- 
fari , oflendi  poteft  , tum  quia  ex  ipfa  ge- 
nefi  quantitatum  imaginariarum  no- 
tum eft  , produ&um  , quod  oritur  , mul- 
tiplicando J ~ 1 per  1/  — 3 , efle  quan- 
titatem realem  $ 5 tum  etiam  , quia 
in  confeflo.eft  apud  omnes  , idem  efle  , ex 
produdto  » vel  quotiente  duorum  quadra- 
torum quadratam  radicem  elicere,  quam 
ipras  eorum  quadratorum  radices  per  fe 
mutub  multiplicare, vel  dividere. 

Jam, quum  quantitates  imaginaria?  pe- 
rinde realibus  opponantur  , ac  quantita- 
tes negativa?  pofiti vis  j eb  magis  ad  cre- 
dendum adducor  , quantitates  , qua?  di-  I 
cuntur  imaginaria?  , non  efle  abfolute 
impoflibiles  , fed  tantum  , quia  in  flatu 
negativarum  , vel  poiitivarum  concipi 
non  poflunt.  Oppofitio  namque  , qua?  eft 
inter  quantitates  pofitivas  , & negativas, 
nihil  obftat , quominus  negativa  flnt  pe- 
Xinde  reales  , ac  pofitiva?.  Itaque  eadem 

ra- 
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datione  , tametfi  quantitates  , quas  vo- 
cantur imaginaria?  , opponantur  iis  , quae 
vulg6  dicuntur  reales  i non  hinc  tamen 
colligi  poteft , quantitates  » imaginarias 
di&as,  abfolute  impollibiles  efie  j fed  tan- 
tum inferre  licet » quod  ficuti  quantita- 
tes negativa?  Tunc  impollibiles  in  ftatu 
pofitivarum  , ita  quantitates  imaginaria? 
impollibilitatem  involvant  in  utroqu» 
eorum  ftatuum  , in  quibus  reales  quan* 
titates  confiderantun 

Atque  hinc  eb  magis  etiam  in  mea  illa 
Opinione  me  confirmo  , quod  in  Geome- 
tria ficuti  quantitates  pofitiva;  delignan- 
tur  per  lineas, tendentes  ad  plagam  unam» 
& negativa?  per  lineas  , tendentes  ad  pla- 
gam oppofitam  b ita  quantitates  imagi- 
naria? defignari  debeant  per  lineas  » qua; 
ad  plagas  intermedias  diriguntur  * Nam 
linea  , qua?  plagas  iftas  oftendit  » Ce  eat 
ad  re&os  angulos  lineam  » priores  duas 
plagas  oftendentem  : ex  quo  fit»  ut  una? 
aliis  oppponantur  ex  diametro. Quocirca 
linea?, tedentes  ad  plagas  illas  intermedias, 
defignare  debent  quantitates  contrarias 
• iis  , quas  defignant  linea;  • tendentes  ad 
plagas  alias  : proindeque,  quia  ifta;  linea; 
defignant  quantitates  , qua;  vulgb  dicun- 
tur reales,  ea?  nou  alias  poter nnt  defigna- 
P 4 & 
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re  > quUm  ipfas  illas  , qu*  vulgb  vocan- 
tur imaginaria;.  | 

Huc  accedit  &*  altera  ratio  , qua;  for- 
fan  demonftrationis  vices  geret  apud  eos, 
qui  probe  norint , qu^m  bene  Algebra  cu 
Geometria  cOnfentiat : nimirum  » quod 
ficuti  quantitatum  , qua;  dicuntur  vulgb 
feales  , alia:  funt  pofitiva: , ali*  negati- 
va; } ita  quantitates  , qua;  vocantur  ima- 
ginaria?-, non  modo  efle  poffint  pofitiva;, 
verum  etiajn  negativ* . Sicradix  qua-  , 
drata  quantitatis  negativa:-—  a defignari 
poteft  tam  per  v/—  fl»quam  per  — v/  — -e, 
quia  fcilicet  , juxta  regulas  fignorum, 
utriufque  quadratum  eft  ■ — a.  Itaque, 
quia  plaga;  illa;  intermedia;  opponuntur 
etiam  inter  fe ; prcfeftb  per  lineas  , ten- 
dentes ad  unam  illarum  , defignari  pote- 
runt quantitates  imaginaria:  pofitiva* ; 
per  eas  verb  , qua;  tendunt  ad  plagam  al- 
teram , quantitates  imaginaria;  negati  v«e 
poterunt  denotari. 

• Qua;  quidem  fi  ita  vera  fint , quemad- 
modum maximam  verifimilitudinis  fpe- 
ciei  pra;feferre  videntur  , illud  ex  iis 
mihi  videtur  colligi  pofle,  inter  quanti-  • | 

tates  , qua  quantitates  , nullain  contra- 
rietatem  reperiri  $ qifttm  omnes  fint  nihi- 
lo majores  , omnes  *que  reales , ac  ver*  $ 

* ' " ~ feci  J 
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fed  omnem  oppofitionem  oriri  ex  eo  • 
quod  una;  concipi  debeant  in  flatu  uno  » 

& aliae  in  datu  contrario  : indeque  ortas 
eas  quantitatum  diftin&iones  , quod  alia; 
fint  poficiva;  » live  nihilo  majores  » alia; 
negativa; , five  nihilo  minores  ; quodque 
etiam  quardam  llnt  reales  , fiya;  vere  » 
ac  realiter  exiftentes  , qua;dam  imagina* 
ria;  * hoc  eft  , qua;  tantum  fingi  poflunt  , 
ac  imaginari. 

Hunc  autem  diverfum  flatum  nihil 
obftare  * quominus  pofitivae  cum  negati- 
vis , reales  cum  imaginariis  comparen- 
tur , non  eft, quod  in  dubium  poflic  revo- 
cari. Nam  etfi  quantitates,  qua;  compa- 
rantur inter  fe  , Euclide  ipfo  docente,  de- 
beant efie  unius , ejufdemque  generis; 
attamen  tales  funt  cenfenda;  non  quidem 
ratione  flatus , in  quo  confiderantur  , fed 
ratione  ejus  , per  qnod  quantitatis  nomen 
merentur:adeb,ut,nec  linea  cum  fuperficie* 
nec  fuperficies  cum  corpore  poflit  compa- 
rari,quia  fcilicet  diverfa  ratione  quantita- 
tes appellantur  . Unde  quum  quantitates 
negativa;  non  fint  diverfi  generis  a pofiti-  v 
vis  propter  folam  negationem  , falluntuc 
ii , qui  falli  eos  arbitrantur  , quod  di- 
cant i efle  ad  — i , ut  — i ad  i. 

Intexi®  etfi  folus  flatus  diverfus  non 

etfU 
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efficiat , ut  quantitates  dici  debeant  dl- 
verfi  generis  ; non  hinc  tamen  negamus, 
diverfum  illum  ftatum  etiam  attenden- 
dum efle  , qub  quatuor  quantitates  dici 
debeant  proportionales  . Vera  etenim 
proportionis  idea  , ut  fuperius  vidimus, 
ha?c  eft,  ut  tunc  quidem  dicenda?  fint  pro- 
portionales quatuor  quantitates,  quotief- 
cumque  quicquid  efficitur  a prima  , uc 
fecundam  ada?qua?t , illud  idem  fieri  de- 
bet a tertia  * ut  poffit  quartam  adaquare. 
Unde  quatuor  quatitates  non  foluin  tales 
efle  debent , ut  prima  perinde  contineat 
fecundam  , ac  tertia  continet  quartam  } 
verum  etiam  , ut  flatus  prima?  ad  ftatum 
fecunda?  perinde  fe  habeat , ac  flatus  ter- 
tia? ad  ftatum  quarta? . 

Sed  jam  me  ta?det-»de  hac  re  multa 
fcripfifle  . Itaque  , ut  huic  capiti  finem 
imponam  * illud  fupereft  oftendendym  , 
quod  in  extra&ione  radicis  quadrata?  ex 
binomiis  fuperius  di£lum  fuit : nimirum 
quod  etfi  perinde  fit  , five  fcribatur 
^ Vf  — v/$  , five  v/f  pro  radice 

quadrata  binomii  8 — ■ t/60  ; attamen 
non  perinde  fit , five  binomium  propoli- 
tum  fit  8 — \/6o  , five  v/60  - — 8 i quum 
in  primo  cafu  radix  fit  reaiis  , in  fecundo 
autem  imaginaria  : quod  equidem  non 

me- 
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melius  arbitror  oftendi  pofTe  , quum  fi 
eadem  ill^  regula»  fu perius  tradita, ex  bi- 
nomio  \/6o  — 8 quadratam  radicem  ex- 
trahamus. 

Nimirum, quia  quadratum  termini  ra- 
dicalis  eft  6 o » quadratff  verb  termini  ra- 
tionalis eft  64  » erit  4 eorum  quadratorff 
differentia,  & 2 illius  differentias  quadra- 
ta radix.  Quocirca  , fi  radix  ifta  2 primb 
quidem  addatur  termino  rationali . — 8 » 
deinde  verb  ex  eode  fubducatur,erit  — 3 
femiffis  fumnare»  & — . y femiffis  diffe- 
rentias : proindeque  quadrata  radix  pro- 
pofiti  binomi!  erit  v/—  f — 3 » 
quam  liquet  imaginariam  effe  , quum 
ejus  uterque  terminus  fit  quantitas  ima- 
ginaria , hoc  eft  radix  quantitatis  negati- 
va?. 

.Nec  ulli  dubiunl  effe  poteft  * quin 
quantitas  ifta  »/— « f — fit  quadrata 

radix  binomii  c/60  - 8.  Nametfi  mul- 

tfiplicatatS  e$  per  fe  ipfam  » juxta  regulas 
fignorum  , producatur  quantitas  — y/60 
<•—  8}  attamen,  qu|a  quantitas  realisv/60, 
veluti  orta  ex  duabus  quantitatibus  ima- 
ginariis , per  fe  mutub  muti  plicatis , in- 
terpretanda eft  tamquam  negativa  ; erit 
▼iciflim  pofitiva  ipfa  quantitas  — 
nec  proinde  differet  k */6o  ,confideratf 

tam- 


til  A i o * » * * * . , 

tamquam  pofitivS  : proindeque  quadra- 
tum exv/~  f — — 3erlC 

nimirum  iprum  binomium  propobtum. 

. . C A P».  ■ XI. 

De  quantitatibus  indefinite  magnis  * & 

parvis}  ubi  etiam  de feriebusf 
infinitis . 

\ ' * . m-  ’ • 1 

QUantitatis  numine  id  omne  venit  » 
quoti  plus  » fc  minus  fufcipiens 
augeri  » ac  minui  poteft.  Unde  ficuti* 
quod  minui  amplius  nequit  » illud  non 
quantum  , fed  nihil  dici  debet  i ita  vi- 
eiifim  qu.od  nequit  amplius  augeri  , ne- 
que etiam  quantum » f®d  infinitum  dici 

meretur.  v 

Inter im  nihil  obftat,  quominus  quan- 
titates ipfas  inter  fe  tnutub  collatas  di- 
ftinguamus  in  indefinite  magnas , & in- 
definite parvas.  Si  enim  quanticas  aliqua 
fubinde  augeri , aut  minui  intelllgatur, 
ut  ex  ilio  incremento , aut  decremento 
nullam  patiatur  fenfibilem  mutationem» 
fed  adhuc  velut  in  eodem  ftatu  manens 
figore  tantum  non  geometrico  pafllt  con* 
,fiderarij  tum  hujulmodi  incrementum» 
aut  decrementum  fefpeciu  ilUus  quanti- 

* J 
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tatis  dici  poterit  quantitas  Indefinite 
parva  ; k viciffim  quantitas  illa  refpe&u 
ejus  incrementi , vel  decrementi  quanti- 
tas indefiniti  magna  poterit  appellari. 

Atque  hac  ratione  non  modb  quantita- 
tes in  indefinite  magnas  , Sc  indefinite 
parvas  poterunt  diftingui  j fed  k ipfie 
illa;  quantitates  , qua;  in  ordine  ad  quaf- 
dam  dicuntur  indefinite  parva; , refpeclu 
aliarum»  tamquam  indefinite  magna;, po- 
terunt confiderari.  Nam  fi  rurfus  quan- 
titas aliqua  , qua;  in  ordine  alterius  dici- 
tur indefiniti  parva,  ita  augeri , aut  mi- 
nui concipiatur  , ut  per  illud  incremen- 
tum , aut  decrernentum  a ftatu  fuo  fen- 
fibiliter  non  mutetur  ; jam  quantitas  il- 
la refpe&u  alterius  hujus  incrementi  , 
aut  decrementi , velut  indefinite  magna, 
poterit  haberi.  Quumque  eadem  fit  ratio, 
non  foium  de  novo  ifto  incremento  , vei 
decremento  , fed  de  omnibus  aliis  , qua* 
ratione  non  diflimili  confiderantur  jli* 
<}uet  contemplationem  iftam  quantita- 
tum indefinite  parvarum  in  infinitum 
polle  promoveri. 

Hinc  non  abs  re  erit , eas  velut  in  cer- 
ta genera  diftin&as  confiderare.  Itaque  fi 
fumamus  quantitatem  aliquam  finitam, 
«x  cujus  continuo  incremento,  vel  decre- 

mcn-, 
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mento  oriantur  quantitates  indefinitas 
parvie  i dicemus  refpeftu  ejus  infinitefi- 
mam  primi  generis  , minimum  illud  in- 
crementum  , vel  decrementum  , quo  in- 
telligitur  ipfa  augeri  vel  minui  ; dice- 
mus infinitefimam  generis  fecundi , in- 
crementum , vel  decrementum  illud  mi- 
nimum, quo  intelligitur  augeri  , vel  mi- 
nui infinitefima  generis  primi  i atque 
Ita  deingeps  : proindeque  eadem  illa  infi- 
nitefima , qua:  refpeftu  quantitatis  fini- 
ta: eft  generis  tertii  , fi  confideretur  in  or- 
dine ad  infinitefimam  primi  generis , fiet 
generis  fecundi. 

Jam  e*  tradita  ifta  quantitatum  infi- 
nitefimarum  idea  illud  primo  colligi 
poteft  , quod  ficuti  quantitates  finita:  per 
aliarum  quantitatum  finitarum  additio- 
nem * vel  fnbtra&ionem  augentur  qui- 
dem, vel  minuuntur  , fed  non  item  per 
additionem  , vel  fubtradlionem  infinite- 
fimarum  ; fic  & ipfse  quantitates  infinite- 
Jimie  tunc  quidem  additione  , vel  fub- 
tra&ione  aliarum  infinitefimarum  au- 
geantur , vel  minuantur,  quotiefcumque 
funt  ejufdem  generis»  fed  non  item  quum 
infinitefima:,  qua:  iis  adduntur  , velfub- 
trahuntur  , fuerint  generis  inferioris. 
4^ua  ratione  duplum  » aut  triplum  ali- 

cujus 
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cuius  infinitefim*  non  eft  fere  idem  cum 
ipfa  infinitefima  * fed  infinitefima  alicu- 
jus  generis,  auda,  vel  diminuta  mhnite- 
tna  oeneris  inferioris  , nihil  obflat  , 
quominus  pro  ipfa  infinitefima  capia 
(u  r* 

ColUgi  poteft  fecundi)  infinitefimam 
alicujus  generis  , fi  aliquoties  umacur  , 
adhuc  in  eodem  genere  manere  , quod  U 
veri)  fumatur  infinities  , in  genus  proxi 
me  fuperius  abire  : atque  ita  quoque, 
quamcumque  alicujus  infinitefim*  pax- 
tem  e fle  infinitefimam  ejufdem  generi, 
fed  infinitefimam  alicujus  infinitefim* 
e fle  infinitefimam  generis  proxime  inte- 
rioris. Qua  ratione  multiplicando  » vel 
dividendo  infinitefimam  aliquam  pee 
quamlibet  quantitatem  finitam  , produ- 
cetur  infinitefima  ejufdem 
omnis  quantitas  finita  nonnifi  »1^»««* 

continet  unitatem.  Sed  fi 

nitefima  multiplicetur  , vel 

per  infinitefimam  genens  pnm. , onetut 

infinitefima  generis  , vel 

ris,  vel  proxime  majoris  i qnsa  inflnitel* 

ma  genetu  primi  infinities  contrnetnr  sn 

“‘'«'denique  colligi  P«'8/  infiniteli' 

piam  eu  jutcumque  generis,  fumptam^su- 
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finities  tantum  in  genus  proxime  fupe- 
rius  verti  * fed  fumptam  infinities  iu- 
finities  , in  genus  duplici  gradu  fupe- 
rius  abire  * atque  ita  continui) : & eadem 
xatione  infinitefimam  tantum  alicujus 
infinitefima;  efle  infinitefimam  generis 
proxime  inferioris  * fed  infinitefimam  in- 
finitefima;  efle  infinitefimam  generis  du- 
plici gradu  inferioris  ; atque  ita  deinceps. 
Qua  ratione  fi  data  quarvis  infinitefima 
multiplicecur»vel  dividatur  per  alia  quS- 
vis  infinitefimS»  producetur  infinitefima 
generis  ab  illa  inferioris  , vel  fuperioris 
tot  gradibus  » quot  ifta  diflat  a quantitate 
finita  . llt  fi  » exempli  gratia  , infinitefi-  1 
ma  generis  tertii  multiplicetur  per  in- 
finitefimam generis  fecundi  » producetur 
infinitefima  generis  quinti*  & fi  infinite- 
fima generis  fexti  dividatur  per  infinite- 
fimam generis  quarti  » quotiens  orietur» 
infinitefima  generis  fecundi. 

Atque  hinc  liquet  ulterius  » infinitefi- 
ma; , qua;  oriuntur  ex  multiplicatione» 
vel  divifione  aliarum  infinitefimarum  » 
non  rrielius  cognofci  polfe  » ad  quod  ge- 
nus fint  revocanda;  » quam  adhibitis  ip- 
fis  infinitefimaru?  exponentibus*  quando- 
quidem fumma  exponentium  multipli- 
candi » oe  multiplicatoris  dabit  exponen- 
tem 
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tem  produ&i » Sc  exponens  diviforis,  fub- 
traftus  ab  exponente  dividendi , 'relin- 
quet exponentem  quotientis.  Ita  infini- 
tefima primi  generis  , multiplicata  per 
infinitefimam  fecundi  generis  » pro- 
ducet infinitefimam  generis  tertii  » quia 
if  1 eft  $ ■,  & infinitefima  fecundi 
generis  multiplicata  per  infinitefimam 
gi neris  tertii  » dabit  infinitefimam  gene- 
ris quinti»  quia  2f  5 tft  j-.  Atque  ita 
quoque  id  » quod  producitur  , dividendo 
infinitefimam  generis  quarti  per  infini- 
tefimam generis  tertii  » erit  infinite- 
fima  primi  generis  » quia  4— -gefti» 
& id  > quod  gignitur  » dividendo  infi- 
nitefimam noni  generis  per  infinitefimam 
generis  quarti , erit  infinitefima  quinti 
generis»  quia  9— .4  eft  j. 

Et  quoniam  exponens  quantitatis  fini- 
ta: in  ordine  ad  exponentes  infinicefima- 
rum  eft  zero,  five  nihilS  perfpicuum  eft» 
quod  fi  infinitefima  alicujus  generis  di\fl- 
datur  per  infinitefimam  getferis  ejufdcm» 
quotiens  debeat  efTe  quantitas  finita»  quia 
fada  exponentium  fubdudlione  , nihil  re- 
manet. Sed  fi  porrb  dividatur  infinitefima 
generis  fecnndi  per  infinitefimam  generi* 
tertii , tunc  orietur  in  quotiente  infinite- 
fima » cujus  exponens  erit  ■—  1 » quia  fci- 

Q. , li~ 
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licet  2*— 3 eft  idem»  ac*—  r.  Et  fimi* 
liter  fi  infinitefima  generis  tertii  dividatur 
per  infinitefimam  generis  quinti, quotiens 
prodibit  infinitefima, cujus  exponens  erit 
•—  2*  quia  3 — . f eft  idem,  ac  2. Unde 

difcimus  , pra;ter  infinitefimas  , quarum 
exponentes  funt  pofitivi , dari  infinitefi- 
mas alias , quarum  exponentes  funt  ne- 
gativi. 

Sed  qua;  fit  natura  illarum  infinitefi- 
marum  , quarum  exponentes  funt  nega- 
tivi , non  ita  difficile  erit  inquirere  : ni- 
mirum , quum  negativum  opponatur 
femperpofitivo  , profedtb  ficuti  infinite- 
{ima;,  exponentes  pofitivos  habentes,  deli- 
gant quantitates  indefinite  parvas  ; it4 
infinitefima; , qua;  habent  exponentes  ne- 
gativos, defignare  debent  quantitates  in- 
definite magnas  , Nec  mirum  , Nam  fi- 
cuti , defcendendo  £ quantitate  finita, va- 
xia.infinitefimarum  genera  diftingui  pof- 
funt } ita  viciffim  afcendendo  , varia  ge- 
nera infinitorum  poterunt  confiderari. 
Qua  ratione  quantitas  »quar  fit  ad  quan- 
titatem finitam,  ut  eft  quantitas  finita  ad 
infinitefimam  primi  generis  , dicenda  eft 
quantitas  infinita  generis  primi.  Et  fi- 
millter  quantitas  , qua;  ita  fe  habeat  ad 
quantitatem  finitam  > ut  eft  quantitas  fi^ 
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nita  ad  infinitefimam  fecundi  generis, 
quantitas  infinita  generis  fecundi  poterit 
appeiiari. 

Jtaque  dividendo  infinitefimam  gene- 
ris fecundi  per  infinitefimam  generis  ter- 
tii, producetur  quantitas  infinita  gene- 
ris primi  ; & dividendo  infinitefimam 
tertii  generis  per  infinitefimam  generis 
quinti  , quotiens  erit  quantitas  infinita 
generis  fecundi  . Sed  & ipfie  quantitates 
infinita;  poterut  eadem  ratione,  tam  inter 
fe,  quam  cum  ipfis  infinitefiinis  multi- 
plicari , ac  dividi : fi  fcilicet  recordemur, 
exponentes  ipfarum  eife  negativos  , ad 
differentiam  infinitefimarum  , quarum 
exponentes  funtpofitivi  . Sic  quantitas 
jinfinita  generis  primi , multiplicata  per 
infinitefimam  generis  fecundi  , dabit 
infinitefimam  generis  primi  5 divifa  verb 
per  eandem  infinitefimam  , producet 
quantitetem  infinitam  generis  tertii . 
Pariterque  infinitefima  primi  generis, 
multiplicata  per  quantitatem  infinitam 
generis  tertii  , producet  quantitatem  in- 
finitam generis  fecundi ; divifa  verb  per 
eandem  quantitatem  infinitam  , dabit 
infinitefimam  generis  quarti. 

Atque  hinc  fequens  theorema  fua  fpon- 
te  profluit  , quod  fi  quantitas  infinita 
Q.  2 cujuf- 
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cujufcumque  generis  multiplicetur  per 
infinitefimam  generis  non  difiimilis, 
ipfumque  adeo  abfolutum  infinitum  per 
nihil  abfolu tum  , produ&um  fit  femper 
quantitas  finita.  Id  autem  mirum  videri 
non  debet  nam  eadem  quantitas  finita 
defignari  poteft  per  feriem  infinitam?  hoc 
eft  per  infinito»  numero  terminos , nec 
ideo  in  infinitum  abire  . Quod  profe&b 
Ut  liquidb  confiet  » non  gravabimur  de 
feriebus  infinitis  nonnulla  hic  breviter 
diflerere  : eoque  magis  ? quod  hujufmodi 
feries  fint  » quafi  facra  anchora»  ad  quam 
in  maxime  arduis » & defperata?  foiutio- 
nis  problematibus  ? ubi  omnes  aliae  hu- 
mani ingenii  vires  naufragium  paflaj 
funt»  velut  ultimi  remedii  loco » faniores 
Mathematici  confugiunt? 


Gene  fis  ferierum  infinitarum  tfienditur. 


SEries  infinitae  originem  habent » vel 
idivifione  , vel  £ radicum  extra&io- 
ne.  Nam  primo  quemadmodum  in  divi- 
fione  numerorum  * quotiefcumque  divi- 
for  non  eft  pars  aliquota  dividendi  > pro- 
cedi poteft  per  fra&iones  decimales  in  in- 
finitum? ita  quoque  quotiefcumque  ia 

divi- 
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divifione  quantitatum  « qu£  alphabeticis 
litteris  funt  defignat* » divifor  t qui  plu- 
ribus partibus  eonftet  * non  eft  indar  par- 
tis aliquota:  in  dividendo  » divifio  in  infi- 
nitum per  fradiones  fimplices  poterit 
continuari* 

Ita  fi  dividere  oporteat  « quantitatem 
fimplicem  m per  quantitatem  compofi- 
tamfl  — b , divifio  fieri  nequit  ? quia 
fcilicet  divifor  fl  — ^nOneft  inftar  par- 
tis aliquot»  in  quantitate  dividenda  : 
proindeque  defignandus  eft  quotiens » 
quemadmodum  fuo  loco  docuimus  ,per 

m 

fradionem  compofitam  — — — . Sedadiu- 

a—~b  K 

bitis  fradionibus  fimplicibus  , inditu! 
poterit  divifio  in  hunc  modum. 

Dividatur  primb  quantitas  m per  pri- 
mam partem  diviforis  a:Sc  quoniam  mui- 
m 

tiplicato  quotiente  — per  dlviforem  ipsu 
a flr»  bm 

£ « producitur  quantitas  —■■■■■  ■ " r» 

a 

quae  fubtrada  ex  quantitate  dividenda  m, 
bm 

relinquit— dividatur  fecundb  refiduuni 

5 iftud 
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illud  per  a : & quia  multiplicato  quotiete 
brn 

•—  p r diviforgm  fl  •— ^.producitur  quan- 

titas  — . — • , qua:  fubdudta  ex  reG- 

a 3 b3m 

duo  illo  i relinquit  — ■ ■ j dividatur  ter- 

a3 

tib  novum  illud  refiduum  pertf!quum- 
que  ex  hac  divifione  novum  oriatur  refi- 
duum  , nec  unquam  diviiio  fieri  poffic 
exacle  j operatio  coutinuabitur  in  infini- 
tum : qua  ratione  pro  quotiente  propo- 
fita;  divifionis  invenietur  feries  infinita 
r/f  bm  b3m  birn 

— f f f &c. 

<*  a 3 a3  a* 

Atque  hoc  artificio  non  modb  liquet» 
quantitatem  finitam  per  infinitos  nume- 
ro terminos  pofle  defignarij  verum  etiam 
oftendi  potell  admirandum  illud  theore- 
ma , quod  infinitum  abfolutum  , multi- 
plicatum per  zero  , five  nihilum  .produ- 
cat quantitatem  finitam  ; vel  , quod  • 
eodem  recidit » quod  quotiens.qui  ori- 
tur , dividendo  quantitatem  finitam  per 
*ero  , Gve  nihilum  , fit  quantitas  infini- 
ta • Si  enim  fupponamus  , quod  b fit 

qpqua- 
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djqualis  a , jam  in  exemplo  addu&o  divi- 
for  a —>  b fiet  zero»live  nihihquumque  in 
hoc  cafu  feries  infinita  1 quae  quotientem 
exhibet  divifionis»mutetur  in  hanc  aliam 
m nt  m tn  m 

fcc.  $ erit 

a a a a a m 

idem  ille  quotiens  fra&io  ifta  **-»  infi- 

a 

ftities  fumpta  i proindeque  quia  hujuf- 
modi  fra&io  eft  quantitas  finita  , & fini- 
tum fumptum  infinities  producit  infi- 
nitum j erit  idem  ille  quotiens  quan- 
titas infinita.  * ; * 

Neqne  verb  eadem  ratid  viget , quum 
b eft  minor  * qu5m  flj  adeoque  a — b ma- 
jor *,qu^m  nihil.  Nam  etfi  quddens,  qui 
trituri  dividendo  m per  a — -» b , exprima- 
tur pef  feriem  infinitorum  numera  ter- 
ginorum.* attamen  omnes  ilji  cermini  fi- 
niul  colle&i  componunt  quantitatem  fi- 
nitam* & non  infinitam.  Conftituunt 
llamque  termini  illi  progreffioneni  geo- 
... ...  ••  b 

metricam  « cujuS  exponens  eft  : unde 

a 

quum  b fit  minor » qu^m  d*erit  expo^ 
nens  ille  unitate  minor  -.proindeque  ter- 
mini progreflionis  continub  defcrefcent  > 

CL  4’  «3 
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atque  ita  , veluti  decrefcentes  , fi  fimul 
colligantur,  non  infinitam  , fed  finitam 
quantitatem  conftituent . Atque  hinc  fa- 
ftum  , ut  ea?dem  illa;  feries  infinita?  dice- 
rentur etiam  a nonnullis  feries  conver- 
gentes , quia  tametfi  ex  infinitis  numero 
terminis  conflent  i attamen  termini  illi 
citb  convergunt , & minores  femper  « ac 
minores  evadunt. 

Similiter  fi  dividenda  fit  quantitas 
fimplex  m per  quantitatem  compofitam 
quotiens  in  terminis  finitis  erit 
m 

— — . Sed  adhibitis  fra&ionibus  fimpli- 
O f b 

cibus,  diviGo  procedit  in  infinitum,  5c 
hoc  cafu  pro  quotiente  propofitse  di vifio- 
nis  invenietur  hqjufmodi  feries  infinita 
m bm  b3m  bim 

f ' — • »■■■■  Bcc.  Unde pa-» 

a a2  (i3  a ♦ 

radoxum  fluit  no  ineleganstnimiru.quod 
*»  w m m 

feries  ifta  infinita  — — j.  v 

o na  a 

&c. , cujus  termini  contrarietate  figno- 
«rum  fefe  mutub dsflruere  videntur,  adar- 

fluet  quantitatem  finitam  — , Nam  fi 

30  fnp- 
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fupponamus  > quod  b fit  «qualis  <j;fiee 
in  exemplo  addu&o  divifor  ia , & feries 
infinita, qua;  quotientem  exhibet  divifio- 
nis , ifto  cafu  mutabitur  in  hanc  aliam 
rn  rn  m m 

— . — &c.  Nec  effugitur 
a a a a 

paradoxum,  dicendo  , quod  ultimus  ter- 
minus feriei » 'exhaufta  infinitate,  affi- 
ciatur figno  f i nam  hac  ratione  feries 
rn  m 

ipfa  arqualis  erit  — , & non  — 
a 2a 

Jam,  hujus  paradoxi  non  melius  ratio 
intelligi  poteft,  quam  fi  dividamus  quan- 
titatem  m per  aliam  za  , live  afa.  Ita- 
que quia  divifa  quantitate  m per  a , mul- 

m 

tiplicatoque  quociente—  per  diviforem 

o 

a , producitur  quantitas  «fra,qua: 
fubtrafla  ex  quantitate  dividenda,  relin- 
quit — m j divido  fecundb— • rn  per  a i 
quumque  rurfus  multiplicato  quotient# 
m 

i— — per  diviforem  afa»  quantitas 
a 

oriatur  rn  — . m * quar  fubdu&a  ex  illo 

xefiduo  relinquit  tu  j perfpicuum  eft  per 

eoa- 


continuam  divifionem  reiidiium  non 
minui  » fed  perpetub  adaquare  ipfam 
quantitatem  dividendam  ra  *.  ex  quo  fic  , 

Ut  exhaufta  infinitate  ultimus  feriei  ter- 
minus non  modb  concipiendus  fit  aflfe-  * 

ra 

dus  figno  f, verum  etiam  efle  debeat  — j 

■ . ; 2 a 

quia  fcilicet  id  » quod  oltimb  relinqui- 
tur dividendum  per  a f at  five  ad  eft  ipfk 
quantitas  ra * 

Liquet  igitur»  qua  ratione  oriantur  fe- 
ries infinita;  ex  divifione  quantitatum. 

Sed  non  difilmiiiter  fuam  gedefim  habent 
ex:  radicum  extradione  . Nara  ficuti 
quum  radix  extrahi  debet  ex  numero 
aliquo » qui  non  fit  poteftas  perfera  ejus 
ordinis  * de  quo  agitur  t procedi  poteft 
per  fradiones  decimales  in  infinitum»  fic- 
que  radix  exhiberi » qua  proprius  fem- 
-per , ac  proprius  in  infinitum  ad  veram 
impofilbilem  accedat » ita  quoque  quo- 
tiefcumque  ex  quantitate  aliqua  compo- 
-fita  litterali  quafita  radix  extrahi  ne- 
quit » adhibitis  fradionibus  fimplicibus 
exprimi  illa  poterit  per  feriem  infinito- 
rum numero  terminorum  rationalium  » 
quibus  ita  cdntinub  ad  qualitam  radi- 
cem accederetpr  » ut  error  undem  data 
, .<  qua- 
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Quavis  quantitate  minor  foret » totaque 
fcries  e.ta&um  quaefit*  radicis  valorem 
exhiberet. 

Hujus  rei  duplex  fpecimen  exhibebi- 
mus » unum  in  extra&ione  radicis  qua- 
dratae» alterum  in  extraflione  radicis  cu-. 
bicae  . Proponatur  itaque  primh  extra- 
henda quadrata  radix  ex  a3  f b3  . H«c 
•per  methodum  fuperius  traditam  nequit 
haberi  . Nam  quadratum  quantitatis  » 
duabus  ex  partibus  con dantis » componi- 
■turex  quadratis  partium»  duploque  ej'usi* 
quod  oritur  ex  mutua  earum  partium 
multiplicatione  : & quamquam  in  quan- 
titate propofita  adlint  quadrata  partium 

te  b v deficit  tamem  duplum  ej'us,quod 
ex  multiplicatione  mutua  tfarundem  par- 
tum producitur  . Quocirca  radix  illa  * 
velut  incommenfurabi|is,&  Irrationalis» 
In  terminis  finitis  tantum  exprimi  po- 
teft,  adhibito  figno  radicali  » ia  hunc 

■ - *'  ^ < • r \ , P ■»  :■<:  ft-  r ' 

modum  \/a3  ^ b3.  Sed  nihilominus  ean- 
dem illam  radicem  exprimere  licet  pet 
«ferient » qua»  ex  infinitis  numero  termi* 
nis  rationalibus  confiet » fi  fcilicet  opera- 
rio» per  quam  quadrata  radix  extrahitur* 
In  infinitum  continuetur. 

Itaque » quia  totum  artificium  in  ex- 
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tra&ione  radicis  quadrat*  * ia  eo  confiitie 
ut  per  duplum  radicis  acquifit*  divida- 
tur femper  proximus  terminus  quanti- 
tatis propoiit*  • £ qua  fubducatur  tam 
id  y quod  oritur  * multiplicando  duplum 
illud  per  iaventum  quotientem  » quam 
quadratum  ipGus  quotientis  j extraho 
primum  radicem  quadratam  ex  priori  ter- 
mino a 1 : & quoniam  divifo  termino  al- 
tero b*  per  duplum  illius  radicis  i a,  quo- 
b * 

tiens  oritur  > * qui  du<%us  in  ia  produ- 


ia 

cit  b*  , multiplicatus  verh  in  (e  ipfum 
b* 

producit  — - » fubtraho  utrumque  ifto- 
4a 2 

rum  produdorum  ex  altero  illo  terminq 

b* 

b*  t & remanebit  — — — . Quumgue 

4 a*  b * 

radix  hadenus  acquifita  fit  a f — , divi- 

2 a 

do  refiduum  illud  per  duplum  iftius  radi- 
cis t vel  faitem  per  duplum  partis  prioris 

b * 

a » ut  tertia  pars  oriatur  — , Se  fi- 

8 a 3 

quidem  paratis  iifdem  produdis»  fiat  eo- 

ruA-  ' 
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jrundem  fubtrattio,  habebitur  pro  reGduo 
b*  b * 

— — Unde  fimilicer  ii  refidui 

80«  64 a6 

hujus  dividatur  prior  terminus  - 

8fl4 

per  duplum  radicis  ha&enus  acquifitae 
t>  6* 

a f — — — , vel  quod  eodem  recidit 
2 a 8 a 3 

per  priorem  partem  a duplicatam » ea- 
demque  produ&a  fubducantur  » habebis 

b* 

tur  in  radice  pars  quarta  — — > & relini 

16  a* 

£19 

640*  840*  2f6axo 

que  ita  procedendo  in  infinitum  * in- 
venietur pro  quadrata  radice  quanti- 

tatis propofita?  a * f b * ieries  infinita 
b * b 4 f£8 

of f &c. 

20  80 3 l6flf  1280? 

qua;  quidem  mutabitur  in  hanc  aliam 

1 I 1 f 

a f — a — of— .0  — *—  0 &c.  > fi 

2 8 16  128 

£ipfip  ponatur  aequalis. 

■ f . Simi-i 
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Similiter  fi  extrahenda  proponatur  tam 
dix  quadrata  ex  quantitate  a3  ■ — b3  « ha?c 
per  regulam  y fuperius  traditam  » neque 
etiam  poterit  haberi : tum  quia  deficit 
id  * quod  bis  oritur  ex  mutua  multipli- 
catione partium  a y & b ; tum  -etiam 
quia  non  ambo  quadrata, partium  figno  f- 
afficiuntur.  Sed  adhibita  vulgari  radicem 
quadratam  extrahendi  ratione  , nec  non 
operatione  in  infinitum  continuata>inve- 
nietur  pro  radice  extrahenda  feries  in- 
b3  b<  b*  sb% 

finitae 

2 a 8a3  i6as  128 ai 

&c.  , qote  vertetur  in  hanc  aliam 

1 1 1 f 

a- — •—  a - — — c— — a &c., 

2 8 16  128 

fi  ponatur  b equalis  a.  Unde  quia  pofita 
aequalitate  inter  at  &c  b , quantitas  a3 
b3  fit  zero  «qualis  , atque  adeo  ejus  qua- 
drata radix  evanefeit ; difeimus  hinc  om- 
nes illos  terminos  y qui  in  pofirema  ferie 
primum  excipiunt  y fimul  colledos  * ip- 
fum  primum  terminum  adaequare  : ut 
fcilicet  hac  ratione  feries  ipfa  y mutua 
eorum  terminorum  deftruftioney  pofllc  in 
nihilum  abire. 

Sed  earundem  ferierum  ufum  often- 

da- 
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damus  mod£>  in  cubica;  radicis  extra&io- 
ne.  Hunc  in  finem  proponatur  extrahen- 
da radix  cubica  ex  quantitate  d3  f b 3; 
Plane  hujqfmodi  radix,  methodo  fuperius 
expofita, nequit  haberi, quum  in  quStitate 
propofita  adfint  quidem  cubi  partiu  a , & 
b ; fed  deficiat  tam  triplum  ejus,  quod 
oritur , multiplicando  quadratum  prima; 
per  fecundam  , quSm  triplum  ejus, quod 
gignitur  , multiplicando  quadratum  fe- 
cunda; per  primam  . Quocirca  quadita 
radix  non  alia  ratione  in  terminis  fini- 
tis exprimi  poterit  , quam  pra;figendo 
quantitati  propofita;  fignum  radicale  in 

hunc  modum  \/3  a3  f b3 . Sed  nihilo- 
minus eodem  illo  artificio»  quo  radices 
cubica;  extrahuntur  , poterit  quadita  ra- 
dix per  feriem  infinitorum  numero  ter- 
minorum rationalium  exhiberi. 

Nimirum  , quia  totum  artificium  in 
extra&ione  radicis  cubica;,  in  eo  confiftit, 
ut  per  triplum  quadrati  radicis  acquifir* 
dividatur  proximus  terminus  quantitatis 
propofita; , a qua  fubducatur  primb  tri- 
plum ejus  , quod  oritur  , multiplicando 
, quadratum  di&a;  radicis  per  inventum 
quotientem  j deinde  triplum  illius,  quod 
producitur, multiplicando  radicem  ipfam 
per  quadratum  quotientis  j ac  denique 

CU-s  • 
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cubus  t cjui  fit  ex  ipfo  quotiente  t extraho 
primum  radicem  cubicam  ex  priori  ter- 
mino »3  j & quoniam  divifo  termino  al- 
tero 63  per  ?o3  * hoc  eft  , per  triplum 
quadrati  invent*  radicis  y producitur 
63 

guofons  ■■■  — j fubtraho  ex  altero  illo 

termino  non  modb  triplum  producti  y 
quod  oritur  , multiplicando  quadratum 
acquifitoe  radicis  oa  per  inventum  quo- 
tientem  j verum  etiam  triplum  produ&iy 
quod  gignitur  y multiplicando  ipfam  il- 
lam radicem  per  quadratum  inventi  quo- 
tientis , quemadmodum  & cubum  » qui 
fit  ex  ipfo  quotiente  ; qua  fa&a  fubdu- 

6 < 69 

flionejremanebit  — 1 — ~ — — . 

3fl3  ‘ * 27&6  63 

Hinc  quum  radix  acquifita  lit  a f — > 

3»a 

divido  fecundi»  primum  terminum  illius 
refidui  per  primum  terminum  quadrati 

radicis  acquifitas  triplicati  y hoc  eft  — *— 

per  30 1 y ut  in  radice  tertia  pars  oriatur 

66 

j Sc  paratis  iifdem  producis  > e0- 
jrtf  run- 
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tfundemque  facia  fubtra&ione  » remane- 
as» b*s  b1* 

bit  < • — - — » — ■■■■■■■■ . Unde  fii 

2ja 6 Sia*3  72ga*f 

militer  , fi  refidui  hujus  primus  termi- 
nus dividatur  per  primum  terminum 
quadrati  radicis  acquifita»  triplicati  * Sc 
fadia  eorundem  prod meorum  fubtraftio- 
ne  > procedatur  eadem  methodo  in  infini- 
tum j invenietur  pro  radie?  cubica  quan- 
titatis propofitse  a3  f b3  feries  infinita 
b3  b6  fb* 

a f — — «—  f — — &c.  , quas 
qa3  9 a*  8m* 

quidem  mutabitur  in  hanc  aliam  feriem 
t i T 

a f ~~  a — .nf— .fl&c,  , fi  b ipfi  g 

? 9 8i 

ponatur  a;qualis. 

Eadem  ratione  fi  extrahenda  proponi- 
tur radix  cubica  ex  quantitate  a 3 _ . b3t 
ea  per  regulam  fuperius  traditam  neque 
etiam  poterit  inveniri  •,  quum  in  illa 
non  adfint  partes  omnes  , ex  quibus  com- 
ponitur cubus  alicujus  binomue  radicis. 
Nihilominus  adhibita  vulgari  radicem 
cubicam  extrahendi  ratione  , nec  non 
operatione  in  infinitum  continuatadnve* 
nietur  pro  radice  extrahenda  feries  infi- 
R nita 
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tur  £ aequalis  a.  Unde  quia  polita  aqua- 
litate  inter  a , Sc  b,  quantitas  «3  — b 3 
aequalis  zero  * live  nihilo  » atque  adeo 
ejus  radix  cubica  evanefcit  » difcimus 
hinc  » omnes  illos  terminos  7 qui  in  po- 
llrema  ferie  primum  excipiunt»  fimul  col- 
le&os  » ipfum  priorem  terminum  adae- 
quare j ut  fcilicet  hac  ratione  feries  ipfa» 
jnutua  eorum  terminorum  deftru&ionej 
poilit  ia  nihilum  abire. 


II. 

De  Jeriebus  infinitis » quarum  termini 
confiituunt  progreffmem  geometri- 
cam, 

Qliantitatem  finitam  in  feriem  in- 
finitorum numero  terminorum 
convertere»  problema  eft  » quod  nullam 
difficultatem  involvit.  Ut  enim  vidi- 
mus » ortum  habent  feries  infinita? » vel  a 
divifipne  quantitatum  » vel  i radicum 

ex- 
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extra&ione.  Unde  quia  quadibet  quan- 
titas confiderari  poteft  , non  modb  tam- 
quam quotiens  ortus  ex  imperfetta  di  vi- 
fione  duarum  aliarum  « verum  etiam 
tamquam  radix  alterius  quantitatis,  quae 
non  fit  poteftas  perfe&a  ordinis  aflumptij 
perfpicuum  eft  , quamcumque  quantita- 
tem finitam  pofle  utraque  ratione  per  fe- 
riem  infinitorum  numero  terminornm 
defignari. 

Jam  converfum  hujus  problematis,  ni- 
mirum feriei  infinitorum  numero  termi- 
norum fummam  finitam  invenire  , non 
modb  paulb  difficilius  deprehenditur , fed 
hujufmodi  etiam,  ut  non  femper  folutio- 
nem  admittat . Et  quoniam  , fi  quem 
ufum  in  refolutione  problematum  habent 
feries  infinita? , is  maxime  cernitur»  qua- 
tiefcumque  illarum  ferierum  finita  fum- 
ma  invenitur  ; proinde  oftenfa  genefi  fe- 
rierum infinitarum , non  abs  re  erit  de 
earundem  fumma  finita  nonnihil  hic 
etiam  fubjungere.  Quumque  in  hac  re 
methodus  generalis  nequeat  exhiberijne- 
cefleeft,ut  variis  exemplis  » ac  reguljs 
fpecialibus  rem  oftendamus. 

Primb  itaque  occurrunt  feries  illa?  » 
quarum  termini  infiniti  progreflionem 
geometricam  conflit uunt  . Nam  quo- 
K % tief- 
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tiefcumque  termini  decrefcunt  , ita* 
tit  unufquifque  fit  data  quavis  pars  fui 
antecedentis  * facile  erit  eorum  omnium 
fummam  invenire  , Eft  autem  hujus 
rei  hoc  quidem  theorema  generale  : nem- 
pe quod  fi  expolita  quantitatis  b fu- 
matur pars  , denominata  ab  a , hujusque 
iterum  pars  denominata  ab  a , atque  ita 
continubj  quod  inquam  fumma  omnium 
fit  ejufdem  expolita  quantitatis  pars  dew 
nominata  ab  a — i : adeb  * ut  feries  infi- 
b b b b 

nita  _ f f &c.  eundem  va- 

a a 3 a3  a4  b 

lorem  habeat  * ac  fraftio  ifta  

0 — i 

Ad  hoc  theorema  oftendendum  fatis 
erit , methodo  mox  tradita  in  feriem  in- 

b 

finitam  convertere  ira&ionem  ■-  ■ < ■ .Ita- 
ri*— i 

que,  quia  divifo  £per  a»  multiplicatoque 
b 

quotiente  — per  diviforem  n — i , pro-* 

, a b 

ducitur  quantitas  ifta  £«——-»  qutc  fi-. 

a 

quidem  fubtrahatur  ex  quantitate  divi- 
denda, relinquet  pro  refiduo  quantitatem. 
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b 

, divido  fecundi)  refiduS  illud  per  at 
a 

& quia  multiplicato  fimiliter  quotlente 
b 

*— per  diviforem  0 — i * fubcra&oque 
<f3  b b 

produco  — — ex  ilio  refiduo  * rema* 

b A rt* 

net «—  , divido  tertib  novurrt  iftud  refi* 
a* 

duurn  per  0 i atque  ita  procedendo  in  in- 
finitum » prodibit  pro  quotiente  ferie* 
b b b b 

Infinita  — f — f — f — &c»Ex  quo 
a a3  a3  a 4 

patet » feriem  iftam  infinitam  tantundem 
b 

Valere , ac  — — * 

i 

• Hujus  Igitur  theorematis  ope  facili 
erit  y fummam  finitam  invenire  progref- 
fionum  geometricarum  * qua*  fubinde  de«» 
crefcunt  in  infinitum  y ut  quifque  termi- 
nus fit  data  pars  fui  antecedentis.  Ex  eo 
namque  fequitur  primb  * quod  fi  expoli- 
tas quantitatis  b fumarur  dimidium  * at- 
que hujus  iterum  dimidium  > & fic  conti- 
Sub  in  infinitum  : ita  * ut  progreffio  geo- 
R,  l 
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metrica  decrefcens  conftituatur  * in  qua 
quifque  terminus  femiflem  fui  anteceden- 
tis adiequet  $ quod  inquam  fumma  om- 
nium terminorum  infinitorum  fit  aequa- 
lis expofitre  quantitati  . Nam  hoc  cafu  ia 
generali  illo  treoremate  a fit  2 : & quem- 
admodum feries  infinita  fuperius  inventa 
b b b b 

| . — f — | — Scc.  mutatur  in  hanc 

a a2  a3  a4 

1 1 1 1 

aliam  — b f — b f — b f — b &c.  j Ita 
1 4 8 16 

b 

& fraflio  ■ — — >quam  adxquat  feries  illa, 
a — 1 

evadit  ipfa  quantitas  b , quum  ejus  deno- 
minator lequalis  fiat  unitati. 

Sequitur  fecundb  * quod  fi  ^expofita? 
quantitatis  b fumatur  triens,  atque  hu- 
j’us  iterum  triens  , fc  fic  deinceps  in  in- 
finitum : ita, ut  progreffio  geometrica  de- 
crefcens  conftituatur  , in  qua  quifqu* 
terminus  fui  antecedentis  trientem  ada- 
quet j quod  inquam  fumma  omnium  in- 
finitorum terminorum  fit  aqualis  dimi- 
dio expofita?  quantitatis.  Nam  femper  ac 
in  progrefllione  geometrica  decrefcente 
terminus  fu bfequen^  trientem  fui  ante- 

ce- 
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cedentis  adaquat  » erit  in  generali  ilio 
theoremate  a squalis  % \ & profert)  ficu- 
ti  in  hac  hypotheli  feries  ilia  infinita 
b b b b 

— f — f & c.  vertitur  in  hanc. 
a a 3 • <»3  a4 


aliam  — . b f b f b f ~~  b &c.  > fic 

3.9  27  81 

b 

& fra&io  cui  feries  illa  eft  squalis," 
1 1 ' 

mutatur  in  hanc  aliam  fra&ionem  — b . 

( 

1 2 

Sequitur  tercib»  quod  fi  expolita:  quan- 
titatis^ fumatur  quadrans,  hujufque  ite- 
rum quadrans , atque  ita  continub  in 
infinitum:  adeo  , ut progreflio geometri- 
ca decrefcens  conllituatur,  in  qua  quif- 
que  terminus  adaequet  quadrantem  fui 
antecedentis  ; quod  inquam  fumma  om- 
nium infinitorum  terminorum  fit  squa- 
lis trienti  expolit»  quantitatis.  Nam  in 
progrelfione  geometrica  decrefcente  ter- 
minus fubfequens  adsquat  quadrantem 
fui  antecedentis . Itaque  in  generali  illo 
theoremate  a fiet  4 : proindeque  quemad- 
modum ia  ifia  hypothefi  feries  ilia  infini* 

R 4 


IT 


qr 

'4«  • V 


U: 

'±' 


Digitized  by  Google 


b b b b 


ta  — f — f — f — Stc.  mutatur  in 

a a 3 

a3  a* 

i 

i ii 

hanc  aliam  — - 

fii^bj  — bf —b&c: 

4 

16  6 4 zf6  b 

fic  habebitur 

loco  illius  fra&ionis  — 

i 

fi— S; 

hxc  alia  — b. 

3 . 

Atque  ita  quoque  ex  generali  illo 
’ theoremate  colligere  licet  fummam  infi- 
nitorum terminorum  progreffionis  geo- 
metrica: decrefcentis  ada?quare  quartam» 
aut  quintam  partem  expofifce  qu3titatis, 
fi  quifque  terminus  progrefionis  adxquet 
quintam  » aut  fextam  partem  fui  antece- 
dentis . Sed  idem  valet  vi  generalis  theo- 
rematis i fi  quifque  terminus  fuerit  pars 
aliquata  fui  antecedentis.  Ita  fi  progreffio 
talis  fuerit»  ut  terminus  fequens  ada?quet 
duas  tertias  partes  termini  antecedentis} 
erit  fumma  infinitorum  terminorum 
asquaiis  duplo  expofita:  quantitatis.  Nam 
quum  in  hac  hypothefi  quantitas  a fiat 
3 i 

— >eritn  — . i «qualis—.  } atque  adeo 
2 b x 

fraftio  — — « erit  zt, 

0*—  i Sed 


Eum.  Lib.I.  Cap.rr.'  z6{ 
Sed  fupnonamus  in  generali  Illa  fra- 
b ‘ 

ftione  ».unde  originem  Tuam  habuit 

fl— -i  b b b b 

infinita  ilia  feries  — f — f ~ f — &c*> 
a a*  fl?  fl4 

a unitatem  reprafentare  . Itaque  habebi- 
tur in  hoc  cafu  a — i a?qualis  zero  , five 
nihilo  » atque  adeo  fra&io  illa  , veluti 
quotiens  , qui  oritur  , dividendo  quanti- 
tatem finitam  b per  zero  , five  nihilum  » 
«rit  quantitas  infinita.  Unde  difcimus 
fummam  infinitorum  terminorum  in  hac 
hypothefi  non  efie  finitam»  fed  infinitam. 
Quod  quidem  perfpicuum  eft.  Nam  quo- 
tiefcumque  a ponitur  aqualis  unitati, in- 
finita illa  feries  mutatur  in  hanc  aliam 
b f b f b f b Scc.  : proindeque  valor  ejus» 
erit  quantitas  b infinities  fumpta.  Unde» 
quia  omnis  quantitas  finita  » quoti^f- 
cumque  fumitur  infinities , evadit  infini« 
ta  •,  erit  valor  illius  ferlei » hoc  cft  fumma 
omnium  infinitorum  terminorum  non  &•> 
cita » fed  infinita. 

Supponamus  porri»  in  eadem  illa  gen£ 
rali  fra£Uone  a numerum  aliquem  unita- 
te minorem  * puta  femifiem  unitatis» 
defignare . £t  quoniam  in  hac  hypo- 

th*,1 


266  A L G E 8 R JE 

I 

thefi  0 — j eft— *—  » erit  fra&io  illa 
b 2 

aqualis  quantitati  negativa:  — 2 b*. 

a~  1 

proindeque  fumma  infinitorum  termino- 
rum in  hac  hvpothefi  prodit  quidem  fini- 
ta » fed  negativa.  Unde  in fign e oritur  pa- 
racloxum.  Nam  pofito  , quod  0 defignet 
femifiem  unitati*  , infinita  illa  feries 
b b b b 

— f — f — f — &c.  vertetur  in  hanc 
0 a 3 a3  a* 

aliam  2b  f ^b  f %b  f i6b  &c. : proinde- 
que  , quia  hujus  progrefiionis  termini, ve- 
luti  crefcentes  in  infinitum  , conftituunt 
iimul  colledi  quantitatem  infinitam  po. 
fitivam , valebit  quantitas  finita  negati- 
va tantundem  , ac  quantitas  infinita  po. 
iltiva.  , 

Viciifim  autem  eodem  artificio  colli- 
gere licet,  quantitatem  finitam  pofitivam 
tantundem  valere  , ac  quantitas  infinita 

b 

negativa.  Nam  fi  in  fraftione  nu- 

0—1 

meratorem  b ftatuamus  negativum  , ita 
ut  loco  illius  fra&ionis  habeatur  ha:c 


alia 


I 
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—.b 

alia  «■  - --  ) feries  inde  emergens  erit 

ii< — i 

b b b b 

. — . , — • — ■ Scc.  j hoc  eft  fi- 
di a 3 rt3  a4 

militer  negativa.  Jam  verb  pofito  » quod 
a defignec  femiffem  unitatis  , fraftio  illa 
negativa  fit  ib  » & negativa  illa  feries 
mutatur  in  hanc  aliam  zb — ■ — 

8^— i6^&c.  Itaque  valor  infinitorum 
terminorum  feriei  hujus  negativa?  erit 
quantitas  finita  pofitiva  2 b : St  proinde  » 
quia  termini  ejufdem  feriei » veluti  cre- 
fcentes  in  infinitum  , conflituunt  fitriul 
colle&i  quatitatem  infinitam  negativam» 
valebit  quantitas  finita  pofitiva  tantun-' 
dem  * ac  quantitas  infinita  negativa. 

Quum  primum  in  ha?c  myfteria  inci- 
derim 1 non  aliunde  ea  oriri  pofle  ca?pe- 
ram  fufpicari , quam  ab  oppofitione,quas 
inter  quantitatem  pofitivam  » Sc  negati- 
vam reperitur  . Itaque  * quia  ex  iis  » hoc 
fequitur  » quod  quantitas  pofitiva  tan- 
tundern  valeat  » ac  negativa  infinities 
fumpta  i & fimiliter  quod  quantitas  ne- 
gativa perinde  fit  1 ac  pofitiva  infinitie* 
accepta  : illud  exinde  videbatur  mihi  col- 
ligi poife  quantitatem  pofitivam  » Sc  ne- 

ga- 
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gativam  fubinde  quidem  opponi  inter  fe 
mutub»ut  una  refpe&u  alterius  veluti 
quantitas  indefinite  parva  eiTet  habenda» 
quum  nonnifi  quantitas  Indefinite  parva 
infinities  fumpta  producat  quantitatem 
finitam.  Nec  verebar » ha?c  afferendo  » in. 
eorum  opinionem  incidere  , qui  quanti- 
tates negativas  minores  nihilo  efle  arbi- 
trantur jquia  eadem  ratione  tales  quoque 
effient  habenda?  quantitates  pofitiva?. 

Quocirca  non  aliter  fe  rem  habere 
mecum  ipfe  reputabam  » qu^m  in  hunc  » 
qui  fequitur  » modum:  nimirum  quod 
tametli  quantitates  negativa?  fint  perinde 
rcales , ac  pofitiva?  j attamen,  quum  inter 
fe  mutub  conferuntur » propter  contrarie- 
tatem  flatuum  » in  quibus  reperiuntur» 
non  minus  negativae  refpe&u  pofitiva- 
rum  , qu^m  pofitiva?  in  ordine  ad  negati- 
tivas,  velut  indefinitae  parvae,  eflent  repu- 
tandae. Cui  equidem  fententiae  eb  firmius 
adha?rebam  , quia  exinde  clare  etiam  col- 
ligitur , inter  quantitates  pofitivas  , Sc 
negativas  non  aliter  proportionem  confi- 
dere pofle,  quam  fi  dua?  fuerint  pofitiva?» 
& aliae  duae  negativae  j quum  fi  tres  prio- 
res fumantur  unius  flatus  , & quarta  fla- 
tus contrarii , prima  quidem  ad  fecun- 
dam rationem  habebit  finitam  j tertia  ve- 

rb 
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tb  ad  quartani  ritioncm  » vel  Indefinite 
magnam  • vel  Indefinite  parvam  obti* 
nebit. 

Sed  re  preflius  cofiderata»falfitatem  hu- 
jus fyftematis  illicb  novi.Nam  quantitates 
pofitiva?  per  additionem  negativarum  de- 
crementum patiuntur.  Itaque  necefleeft» 
ut  eas  fine  quantitates  ejufdem  ordinis  in- 
ter fe  j quia  fi  quantitates  negativa;  edent 
indefinitas  parva»  refpe&u  pofitivarum  » 
ifta;  per  illarum  additionem  minui  fand 
non  deberent  • Quocirca  eorum  mifterio- 
rum  rationem  ex  aliis  principiis  deducen- 
dam efle  conjeci : <$c  quia  clare  videbam 

b 

fraftionem  illam  generalem  — — fieri 

a — 1 

ib  , quotiefeumque  in  ea  ponitur  9 

1 

aequalis  — . 5 id  tantum  fedulb  inquiren- 

2 

dum  exiftimavi  » an  revera  fit  infini- 
ta fumma  infinitorum  terminorum  hu- 
jus feriei  2 b f 4.1 b f 8 b f 16  b &c,  » 
in  quam  mutatur  ieris  illa  generalis 
b,  b b b 

— f — f — f — &c.  « quotiefcumqut 
a a2  fl3  a< 

ponitur  a femiflem  unitatis  reprajfeneare,  . 

Et 
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Et  quidem  (1  feriei  iftius  infinita;  ib 
4^  f 8£  f i 6b  Scc.  ea  fit  confticutio  , ut 
llcuti  prior  terminus  eft  duplum  expofi- 
ta;  quantitatis  ita  & quilibet  alius  du- 
plum fui  antecedentis  adaequet  j nulli 
dubium  efle  poteft,  quin  infinita  fit  fum- 
ma  infinitorum  ejus  terminorum  . Sed 
hujufmodi  efle  conftitutionem  illius  fe- 
riei in  cafu  noftro,hoc  quidem  eft  falfum. 
Quum  enim  feries  illa  oriatur  ex  fradtio- 
b 

ne  generali  — — * in  qua  ponitur  a fe- 

(7—1 

miflem  unitatis  reprajfentare , hoc  eft  ex 
2 b 

fradtione  — — > qu*  tantundem  valet » 

I 2 

ac  quantitas  negativa  — 2b  j natura  il- 
lius feriei  h^c  eft, ut  ad  quemcumque  ter- 
minum elevetur  , femper  ab  eodem  per 
totidem  terminos  negativos  defcen- 
dere  debeat  , ufque  donec  perveniat 
ad  — 2b  , ubi  neque  etiam  fiftit,  fed  de- 
fcendit  adhuc  per  terminos  negativos 
i i i i 

■ — b> — b — — £ — . , — b % — . — b &C. 

* 4 8 16 

Qua  ratione  omnes  ejus  termini  fimul 
colledti  conftituunt  quantitatem  finitam 

ne- 


_ * 
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negativam  — 2 b. 

Itaque  ratip  illius  paradoxi  exinde  eft 
repetenda, quod  feries  infinita,qus  oritur 
*b 

ex  fra&ione  ■—  ■■■  non  fit  fimpliciter  ib 

1 — 2 

•f  ^b  f Sb  f i6b  Scc.  fed  ib  f 4^  f 8b  f 
i 6b  Scc.  — i6b  — . %b  — . — - 2^ — b 

I I I x 

— — — (5— - *—  £ &c  . : 

24  8 16 

adeo  ut  deletis  terminis,qui  contrarietate 
fignoru  fe  mutub  deftruunt,  maneant  t&- 
1 1 1 1 

2481 6 
Scc.  ,qui  fimul  colle&i  conftituunt  quan- 
titatem finitam  negativam  — ib  .Atque 
hanc  efie  veram  illius  paradoxi  rationem» 
exinde  colligi  poteft  , quia  fi  loco  fra- 
2 b —2  b 

ftionis  «■•  '!■■■  fcribatur  - » feries  ex 
1—2  2—1 

hac  nova  fra&ione  emergens  prodit  fu  b 
alia  forma  » nimirum  talis  * ad  quam 
deletis  terminis  contrariis  prior  illa  re- 
ducitur. 

Eadem  autem  ratione  feries  infinita  » 

quse 
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-—ib  i 

quae  oritur  ex  fra&ione  ■ » non  eft 

i — 2 

/Impliciter  ■ ib  — . — %b~—i6b 

&c.  , fed  — ib  — 4 £ %b  — i&b 

&c.  f 1 6b  f ^ f 4i  f 2^  f i5; 
i * x x 

^ • £ f — bf~~  b &c.  Unde  nil 
* 4 8 xfi 

mirum» quod  fumma  infinitorum  ter* 
minorum  illius  feriei  fit  quantitas  fi. 
nita  pofitiva  a b » quia  fcilicet  deletis 
terminis  » qui  contrarietate  fignorum  fe 
mutub  deftruunt  » remanent  tantum 
xxir 
&f~ bf  — bf—~bf  — &C.  » qui 
2 4 8 ifi 

fimul  collecti  componunt  quantitatem 
finitam  pofitivam  a b . Quod  exinde 
etiam  colligi  poteft » quia  fi  loco  fragio* 
— xb  2 b 

nis ■»  - fcribatur  ■■■■>■■<■  > feries  ex  hac 

I Z 2 1 

nova  fra&ione  emergens  prodit  fub  alia 
forma  » nimirum  talis  , ad  quam  deletis 
terminis  contrariis  prior  illa  reducitur. 

Jam  ex  his  omnibus  liquet  fummam 
infinitorum  terminorum  feriei  > qua:  ori- 
tur 


Diqi 
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• b 

tui  ex  fra&ione  generali  — — , efle  qui- 

' a — t 

dem  quantitatem  finitam  pofitivam,quo» 
tiefeumque  a numerum  unitate  maib- 
xem  defignatj  efle  quantitatem  infinitam# 
quum  a unitatem  adaquat ; & efle  de» 
mum  quantitatem  finitam  negativam** 
quum  a numerum  unitate  minorem  re*, 
prafentat.llnde  colligi  po teft Receptu  mv 
efle  clariflimum  Walilfiuni*.qui  in  hoc; 
poftremocafu  fummam  infinitorum  ter» 
minorum  eife  quantitatem  plufquam  in»’ 
fiinitam  exiftimavit . Nam  etfi  quanfitaxr 
tes  ifta  plufquam  infinita  nullamcontra* 
dionem  involvant  > quum  ficuti  infini- 
tefimarum  , ita  & infinitorum  diverfa 
genera  diftingui  debeant  : nihilominus 
; .....  b ■>  • ' . ii.‘  ~P 

* » f 4 

in  fradione  . « , quum  a numerum 

u—  1 * 

«initate  minore  repr?fentae, tantum  abeft» 
nt  fumma  infinitorum  terminorum  feriei 
inde  emergentis  fit  plufquam  infinita  * 
ut  neqne  etiam  infinita  dici  poffit,  quum 
prodeat  quantitas  finita  negativa. 

Interim  notare  licet  hoc  loco » errorem 
clarilfimi  Wallifii  exinde  ortum  efle « 
qued  crediderit  cum  Vulgo  Algebrifta- 

S rum 


274  A I>  G E B R A 

rum  quStitates  negativas  faltem  refpe&u 
pofitivarum  efle  nihilo  minores  . Quod 
profe&b  fi  verum  eflet » rem  proculiflet , 
parem  ingenio  fuo  . Nam»quum  noverit» 
fummam  infinitorum  terminorum  fieri 
infinitam  » ubi  a ponitur  aqualis  uni- 
tati » hoc  efl » ubi  denominator  fra&io- 
nis  evanefcit»  profe&b  necefle  erat»  ut  ea- 
dem (umma  eflet  plufquam  infinita  » fi  a 
poneretur  unitate  minor  » & quantitates 
negativi  nihilo  minores  eflent.  Quocirca 
quum  contrarium  conftet » & denomina- 
tote exiftente  negativo » fumma  infinito- 
rum terminorum  prodeat  quantitas  finita 
negativa  » concludendum  eft,  quantitates 
negativas  elTe  nihilo  majores  perinde  » ac 
funt  quantitates  pofitiva; » & zero » five 
nihilum  efle  ultimum  terminum  » ad 
quem  quantitates  decrefcendo  poilxnt 
perveniri . 

Ca?terum»quiim  pro  inveniendis  fum- 
mis  finitis  progreflionum  geometricarum 
decrefcentium  , fundamentale  fit  illud 
theorema , quod  fi  fuerit  progreflio  geo- 

t b b b b 

metrica  decrefcens  — f — • f — f ■ — &c. 

a a3  a*  a * 

{unama  omnium  infinitorum  termino. 

«unat 
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b 

rum  fit  aqualis  1 non  abs  re  erit» 
a — 1 

aliam  ejufdem  theorematis  demonftratio- 
neminTyronum  gratiam  hoc  loco  pro- 
ferre : nimirum  fi  vocetur  /fumma  om- 
nium terminorum  » quia  ultimus  termi- 
nus progreffionis  decrefcit  in  infinitum, 
atque  adeo  omnino  evanefcit , erit  /fum- 

b 

ma  omnium  antecedentium  , Sc  — 

■ a 

•fumma  omnium  confequentium : proin- 
-deque  , quia  fumma  omnium  anteceden- 
tium eft  ad  fummam  omnium  confequen- 
tium  » ut  unus  antecedentium  ad  unum 

b 

-confequentium  » erit  f ad  / — — » «t 
b b a 

_ ad  — five  etiam  »>ut  a ad  1 . Unde» 
a a 3 b 

quum  convertendo  fit » ut  / ad  •—  » ita 

a 

a ad  a — 1 > erit  fumma  omnium  tcrmi- 
b 

nojrum  / aqualis  . . 

a — 1 
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376 

III. 

Ve  feriebas  , quarum  termini  progreflio* 
nem  arithmeticam  cenfiituunty 

SEqountur  feries  y quarum  termini 
progreffionem  arithmeticam  confti- 
tuunt . Jfta; autem  in  infinitff  continuata; 
numquam  poterunt  fummam  finitam 
exhibere.Nam  ipfarum  terminiyvel  auge- 
tur continub  y & veluti  crefcentes  in  infi- 
nitum conftituunt  fimul  colle&i  quanti- 
tatem infinitam  y vel  continui»  minuun- 
tur y & quia  non  per  numeros  fra&osy  fed 
per  numeros  negativos  diminutionena 
patiuntur  y neque  etiam  in  unum  additi 
component  quantitatem  finitam  y fed  ve- 
luti eontinuh  crefcentes  in  flatu  negati vo» 
conftituent  fimul  quantitatem  infinitam 
negativam. 

in terim  ,etfi  fumma  infinitorum  ter- 
minorum  iftaru  ferierum  y velut  infinita, 
nequeat  inveniri  y attamen  quam  fum- 
mam conftituant  quamplures  termini  , fi- 
mul colle&iyfacile  erit  definire  . Hunc  Ia 
finem  referat  a primum  terminum  pro- 
greffionis  arithmetica?  y fitque  b differen- 
tia » qua  termini  progrediuntur . Itaque 

fi  pro. 
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fi  progreffio  fuerit  crefcens  * erit  a f b fe- 
cundus terminus, a f 2 b terminus  tertius, 
<vf  terminus  quartus  , atque  ita  dein- 
ceps . Unde  , quum  termini  progreflionis 
arithmetica;  crefcentis  fint  a , a f b , a f* 
2 b ,a  f jb  Scc. , liquet  terminos  illos  ori- 
ri , addendo  terminos  progreflionis  a , at 
a , a , Scc.  cum  terminis  altefius  hujus 
progreflionis  ob  , ib,ib,  Scc. 

Quocirca  , ut  addantur  in  unum  quot- 
cumque termini  progreflionis  arithmeti- 
ca; crefcentis  a , a f b,a  f xb  , a f jb 
Scc. , fatis  erit  in  unum  colligere  termi- 
nos totidem  tam  progreflionis  a , a , a , a 
& c. , quam  progreflionis  , ib  , ib,  3 b 

Scc.  Et  quidem  quantum  ad  primam  , 
quia  coefficientes  fuorum  terminorum 
funt  unitates  r , r , 1 , 1 &c. » fi  in  ea 
colligendi  fint  in  unum  termini  totidem, 
quot  defignat  numerus  rn  , erit  rna  ooi* 
nium  fumma.Sed  quantum  ad  fecundam, 
quia  coefHcientes  fuorum  terminorum 
funt  numeri  naturales  0,1,2,;  ,otc.,fi 
in  ea  proponantur  colligendi  in  unum 
termini  totidem,  quot  repra;fentat  nume- 

rnra  — rn 

yus  n t erit  omnium  fumma  — — — . b. 

2 

Quod  ut  liquido  conflet,  praemittenda. 

5 ,1  eft 
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eft  prius  pulcherrima  numerorum  nafu- 
raliu  m proprietas  : nimirum  * quod  fi 
numeri  naturales  incipiant  a zero  , fum- 
ma  quotcumque  terminorum  iit  ad  lum- 
mam  terminorum  totidem  ultimo  atqua- 
lium,  ut  i ad  2 . Ita  fumma  quatuor  ter- 
minorum 0,1,2»  q eft  6 , & fumma  ter- 
minorum totidem  requalium  ultimo  3 eft 
1 2 . Similiter  fumma  terminorum  quin- 
que o,  1 ♦ 2 > 3 , 4 eft  10  , & fumma  ex 
totidem  terminis  , quorum  quifque  fit 
a?qualis  ultimo  4 , eft  20. 

Hac  numerorum  nacuralium  proprie- 
tate fuppofita, facile  erit  oftendere  in  pro- 
grefllone  ob  , ib  , ib  , \b  Sec. , fummam 
terminorum  totidem  , quot  defignat  nu- 
rnrn  ■ — m 

merus  m,e(Te  —————  b . Nam  quum  m 
2 

fit  numerus  terminorum  in  unam  fum- 
mam colligendorum  ,erit  m — ib  ulti- 
mus terminus  . Quare  fi  terminus  ifte 
multiplicetur  per  m , hoc  eft  capiatur  to- 
ties ,quot  funt  unitates  in  *»  i erit  fum- 
--  - 

ma  invenienda  ad  ram  — - m b , Ut  1 ad  at 

proindeque  fi  ipfius  mm  — m b femiffis 
rnm  — m 

capiatur , erit  — — ■■  ■ b fumma  qua?fita. 

* At- 
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• 'Atque  hinc  liquet  modb  , progreflionis 
arithmetica?  crefcentis  a^afbtafib, 
a f \b  Stc.  fummam  terminorum  toti* 
dem,  quot  defignac  numerus  m,  efle  m(i  f 
mrn  — m 

b . Unde  cognito  priori  termi* 
2 

no  progreflionis , Sc  cognita  item  differen- 
tia , qua  termini  progrediuntur;  facile 
erit , terminos  quotcumque  ejufdem  pro* 
greflionis  in  unam  fummam  colligere. 
Capiatur  etenim  prior  terminus  toties  * 
quot  funt  termini  in  unum  addendi;  tum 
ei  addatur  differentia  progreflionis  toties, 
quot  defignat  femiflis  produ£H  ex  eodem 
numero  terminorum  in  fe  ipfum  unitate 
multatum  , 5t  habebitur  fumma  qusefita. 

Oporteat , exempli  gratia  , in  unam 
fummam  colligere  terminos  decem  pro- 
greflionis arithmetica;  crefcentis , cujus 
terminus  prior  fit  2,  differentia  autem.  5. 
Capiatur  decuplum  prioris  termini  2 , 
fcilicet  20  . Et  quoniam  id  , quod  pro- 
ducitur , multiplicando  numerum  ter- 
minorum ro  per  eundem  numerum  uni- 
tate multatum  9 » eft  90  ; erit  4f  femif* 
fis  hujus  produ&i , atque  adeo  differentia 
3,  toties  fumpta,erit  ijf  . Quare  fumma 
quarfita  erit  20  f 1 ; f » hoc  eft  1 f f. 

' § 4 QSP* 
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Quod  fi  progreffio  arithmetica  fuerit 
decrefcens,  pofito  ruufus  , quod  a fit  prior 
terminus  progreffionis  , & b differentia  , 
qua  termini  progrediuntur  ; erit  a — b 
fecundus  terminus  y a — ib  terminus 
tertius , a — terminus  quartus,  atque 
ita  deinceps  . Unde  quum  termini  pro- 
greffionis  arithmetica;  decrefceutis  a * 

a by  a — iby  a — %b  &c.oriantur  fub- 

trahendo  terminfis  progreffionis  oby  i by 
2by  T b , 4 b &c.  ex  terminis  alterius  hujus 
progreffionis  a , 3 , a » a &c. , invenietur 
eodem  ratiocinio  » fummam  terminorum 
totidem  illius  progreffionis  arithmetica;  » 
quot  defignat  numerus  m » effe  quantita- 
mm  f m 

tem  illam  ma  — . — b . 

Ex  quo  rurfus  cognito  priori  termino 
progreffionis  arithmetica;  decrefcentis  , Sc 
cognita  item  differentia  , qua  termini 
progrediuntur,  facile  erit  terminos  quot- 
cumque cjufdem  progreffionis  in  unam 
fummam  colligere  . Capiatur  iiquidem 
prior  terminus  toties , quot  funt  termi- 
ni in  unum  addendi*  tum  ex  eo  futduca- 
tur  differentia  progreffionis  toties  > quot 
defignat  femiffis  produdli  ex  eodem  nu- 
jnero  terminorum  in  fe  ipfum  unitate 
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multatum  j & habebitur  fumma  qua> 
lita. 

Proponantur  , exempli  gratia  , ia 
unam  fummam  colligendi  termini  decem 
progredionis  arithmetica:  decrefcentis » 
cujus  terminus  prior  fit  6 1 differentia 
autem  terminorum  3 . Capiatur  decu- 
plum prioris  termini  6 * fcilicet  60  . Et 
quoniam  id  > quod  producitur  multipli* 
cando numerum  terminorum  iopereun- 
dem  numerum  unitate  multatum  9 , eft 
90  y erit  45-  femiflls  hujus  produ&i , at- 
que adeo  diffeerentla  3 , toties  fumpta  , 
erit  i3f.  Quare  fumma  quadita  erit 
60  — 1 3 f , hoc  eft  — . 7 j-. 

Hinc  autem  facile  quoque  erit  oftende- 
re  id  » quod  initio  hujus  articuli  didtum 
eft  : nempe  feries  , quarum  termini  pro- 
grefiionem  arithmeticam  y fi  ve  crefcen- 
tem  , five  decrefcentem  conftituunt  ,ia 
infinitum  continuatas  y numquam  pof- 
fe  fummam  finitam  exhibere. Nam  in  pro- 
greflione  arithmetica  crefcente  a , a f b , 
a f ib  , a f 3^  &c.  fumma  totidem  ter- 
minorum y quot  defignat  numerus  m y eft 
rnm  — m 

rna  f — ■ — k j pariterque  in  progref- 

. 2 

fione  arithmetica  decrefcente a , a—+b* 
e 0*— • 
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a — ib  * a-—  \b  Scc.  fumma  aliarum 

rn  m f m ■ 

totidem  terminorum  eft  ma  _ --■■»■  . b * 

2 

Unde, quia  utraque  quantitas  fit  infinita* 
quotiefcumqUe  multitudo  terminorum* 
in  unam  fummam  colligendorum»  quam 
defignat  numerus  w»  ponitur  infinita* 
confequens  eft  » ut  termini  cujufcumque 
progrefilonis  arithmetica;  in  infinitum 
continuata;  * fimul  colle&i  * infinitam 
quantitatem  conftituant. 

Sed  perfpicuum  eft  quoque  * eandem 
fummam  infinitorum  numero  termino* 
rum  efte  quantitatem  infinitam  pofiti* 
vam  » quctiefcumque  termini  progreffio- 
nis  perpetuo  crefcunt»  eflfe  verb  quantita- 
tem infinitam  negativam  * quum  iidem 
termini  continub  decrefcunt.  Nam, quum 
multitudo  terminorum  * in  unam  fum- 
mam colligendorum  * infinita  ponitur) 
termini  illi  » in  quibus  reperitur  prima 
poteftas  ipfius  m , erunt  indefinite  parvi 
refpe&u  ejus-»  in  quo  ejufdem  m quadra- 
tum * five  fecunda  poteftas  reperitur  : 
proindeque  quia  abfque  ullo  errore  negli- 
g»  poliunt»  erit  fumma  omnium  infinito- 
mmb 

sum  terminorum  ■ ■■««  r quotlefcumque 
- - a ter- 
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termini  perpetub  crefcunt  » & verb  eric 
mrab 

— — > quunt  iidem  termini  decre- 
2 

fcunt  indefinenter. 

Atque  ita  aliud  agentes,  in  hoc  incidi» 
mus  theorema  > univerfaiitate  fua  ii  ne- 
mine adhuc  adnotatum  , nempe  quod 
fumma  omnium  infinitorum  terminoru 
cujufcumque  progreflionis  arithmetica? , 
live  crefcentis  , five  decrefcentis  , fit  ad 
fummarn  terminorum  totidem  maximo 
aequalium  in  ratione  fubdupla,  hoc  eft,uc 
i ad  2.  Eft  enim  fumma  omnium  infini- 
torum terminorum  progreflionis  arith- 
meticae crefcentis  a , a f b,  a f 2 b,a  f 
a f 46  Scc.  femiflis  illius  quantitatis 
rnrnb  , ubi  m multitudinem  infinitam  de- 
fignat.  Sed  maximus  terminus  illius  pro- 
greflionis eft  a f mbyCive  etiam  ra£;quum 
a refpe&u  ipfius  rnb  , velut  quantitas  in- 
definite parva  , evanefcat  . Itaque  ea- 
dem fumma  erit  femiflis  infinitorum  ter- 
minorum maximo  ajqualium.Quod  etiain 
verum  efle  in  progrefllone  arithmetica  de- 
crefcente  , nemo  non  videt. 

Non  me  latet  , elegans  idua  theo- 
rema , cujus  inflgnis  eft  ufus  in  geo- 
metricis * innotuiffe  iis , qui  infinitorum 
7 •'  ‘ ' ‘ tra- 
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trndlarunt  Arithmeticam  , ia  uno  cafu 
fpeciali , nempe  quum  termini  progref- 
fionis  arithmetica;  funt  numeri  naturales* 
fed  univerfalitatem  ejus, quantum  Teiam, 
nemo  ha&enus  adnotavit  . In  numeris 
autem  naturalibus  , veritatem  didtt  theo- 
rematis , facile  erit  oftendere . Nam  inter 
alias  numerorum  naturalium  proprieta- 
tes , ut  fuperius  vidimus,  ha;c  etiam  re- 
cenfetur,  quod  quum  ii  incipiunt  5 zero, 
five  nihilo, fumma  quotcumque  termino- 
rum fit  ad  fummam  terminorum  totidem 
maximo  squalium  , ut  i ad  2 . Itaque 
quum  iidem  numeri  incipiunt  ab  uni- 
tate, maximus  terminus  fumi  debet  to- 
ties , quota  eft  multitudo  terminorum 
unitate  audia  , ut  terminorum  omnium 
fumms  duplum  habeatur  . Sed  quum 
multitudo  terminorum  eft  infinita,  ea  per 
■unitatem  unam  non  augetur  . Itaque  ia 
ifto  cafu  fatis  erit , maximum  terminum 
toties  Tumere , quota  eft  ipfa  terminorum 
multitudo  : Sc  propterea  fumma  omnium 
terminorum  progreflionis  arithmetica:, ab 
unitate  per  numeros  naturales  in  infini- 
tum continuata; , Tubdupla  erit  fumma: 
terminorum  totidem , quorum  quifque 
maximum  adsquet. 

Sed  non  abs  re  erit  hoc  loco  paucis  in- 

flUC- 

• a “ 
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nuere  rationem  illius  proprietatis  * qua? 
in  numeris  naturalibus  cernitur  , nempe 
quod  quum  ii  incipiunt  k zero  , five  ni-  I 

Mlo  , fumma  quotcumque  terminorum 
fit  ad  fummam  terminorum  totidem  ma- 
ximo a?qualium  in  ratione  fubdupla,  hoc 
eft  , ut  i ad  2 • Pendet  itaque  proprietas 
ifta  ex  hoc  theoremate,  nulli  non  cognito» 
quod  fumma  quotcumque  terminorum 
cujufcumque  progreffiomis  arithmetica? 
habeatur  , fi  fumma  extremorum  multi- 
plicetur per  multitudinem  terminorum 
dimidiatam.  Hinc  enlin  fequitur»eandem 
fummam  terminorum  fubduplam  effe 
fumma:  extremorum  accepta?  toties,  quo- 
ta eft  ipfa  terminorum  multitudo : 
proindeque  quia  numeri  naturales  con- 
ftituunt  progrelfionem  arithmeticam  , & 
quum  ii  incipiunt  i zero,  fumma  extre- 
morum eft  ipfe  maximus  terminus  ; li- 
quet fummam  quotcumque  numerorum 
naturalium  , a zero  incipientium  fubdu- 
plam efle  fumma:  terminorum  totidem 
. squalium  maximo. 

Perfpicuum  eft  autem » proprietatem 
iftam  numeris  naturalibus  non  alia  ra- 
tione competere  , quam  quia  confli-  — 

tuunt  progrefiionem  arithmeticam  , cu- 
jus prior  terminus  eft  zeip  * five  nihilOm. 

Uu- 

• . ~t 
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llnde  fi  qui  fint  alii  numeri , qui  fimili- 
ter  zero  incipientes»  progrefilonem  con- 
ftituant  arithmeticam  » eos  eandem  pro- 
prietatem habere»  non  eft  » quod  in  dubia 
pofilt  revocari  : proindeque  theorema 
enunciari  poteft  generaliter  in  huncmo- 
dum»quod  fumma  quotcumque  termino- 
rum progreffionis  arithmetica:  cujuf- 
cumque  » a zero  inchoata? » fubdupla  fit 
fummae  terminorum  totidem  maximo 
«qualium  . Sic  fumma  iftorum  termino- 
rum o , 2,  4 » 6 , 8 eft  20  , & fumma  ter- 
minorm  totidem  squalium  maximo  8 * 
eft  40.  Similiter  fumma  iftorum  termino- 
rum o » 3 » 6 » 9 , r 2 eft  50  » k fumma 
ex  totidem  terminis  > quorum  quifque 
adsquet  maximum  12*  eft  60. 


De  feriebas  infinitis , quarum  termini 
funt  numeri  figurati  numero  rttm 
naturalium  • 

Unc  confideranda?  nobis  erunt  feries 


ilis  infinita:,  quarum  termini  fune 
numeri  « qui  vulgb  dicuntur  figurati: 
Qua  in  re  exibenda  eft  prius  iftorum  nu- 
merorum brevis  qusdam  idea  . Et  quo- 
niam eorum  confideratio  profedla  eft  ex 


IV. 


con- 
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contemplatione  numerorum  multangu- 
lorum , ab  ipfis  Veteribus  fadla  j proinde 
qui  fint  numeri  multanguli  , five  poly- 
goni , ante  omnia  explicandum  nobis 
erit. 

Numeri  multanguli  , five  polygoni 
dicuntur, qui  oriuntur  ex  continua  colle- 
ctione alioru,;equali  intervallo  ab  unitate 
progredientiujn  i & pro  diverfitate  hujus 
intervalli  , varia?  diftinguuntur  nume- 
rorum multangulorum  fpecies  * nam  di- 
cuntur trianguli , fi  intervallum  fit  uni- 
tas i dicuntur  quadrati  , fi  intervallum 
fit  binarius ; dicuntur  pentagoni»  fi  idem 
intervallum  fit  ternariusj  atque  ita  dein- 
ceps. 

Hac  ratione  » fi  numeri  ab  unkato 
aquali  intervallo  progredientes  fint  ipfi 
numeri  naturales  1,2*5,  4,5'»  6 &c.» 
quia  intervallum  , quo  numeri  progre- 
diuntur, eft  unitas  , habebuntur  ex  eo- 
rum continua  colle&ione  omnes  numeri 
trianguli  . Qua  ratione  1 erit  primus 
triangulus  ; 1 f 2 > five  5 erit  triangulus 
fecundus  ■,  1 f 2 f 5 , five  6 triangulus 
tertius  y atque  ita  in  infinitum. 

Quod  fi  numeri  ab  unitate  a?quali  in- 
tervallo progredientes  fint  numeri  impa- 
res naturales  1 , 3 , y , 7 > 9 &C quia  in- 
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tervallum  , quo  numeri  progrediuntur» 
eft  numerus  binarius , orientur  ex  con- 
tinua illorum  colle&ione  omnes  numeri 
quadrati.  Qua  ratione  i erit  primus  qua» 
tus  j i f ? » five  4 erit  quadratus  fecunJ 
dusj  i f 3 f f , five  9 quadratus  tertius  » 
'atque ita  continub. 

Sed  fi  porrb  feries  numerorum  , a;qua- 
li  intervallo  ab  unitate  progredientium  » 
Ct  i »4>7  » io  , 15  &c. » quia  interval» 
lum  , quo  numeri  progrediuntur  eft  nu- 
merus ternarius  , orientur  ex  eorum  col- 
le&ione  continua  omnes  numeri  penta- 
goni. Qua  ratione  i erit  primus  penta- 
gonus  i i f 4 » five  f erit  pentagonus  feJ 
eundus  } i f 4 f 7 » five  n pentagonus 
tertius  , & fic  in  infinitum. 

Hos  numeros  polygonos  » five  multan- 
gulos , prout  ex  Veterum  monumentis 
colligere  licet»  confideravit  primum  Hyp- 
ficles»  qui  genefim  ipforum  hac  definitio-' 
ne  complexus  eft:  fi  fuerint  quotcumque 
numeri  » ab  unitate  aequali  intervallo 
progredientes  » fumma  omnium  erit 
triangulus  » fi  intervallum  fit  unitas  j 
quadratus,  fi  binarius  j pentagonus,  fi 
ternarius  $ atque  ita  deinceps. 

Et  quoniam  numerus  angulorum  in 
hac  Hypficlis  definitione  per  numerum 

bi- 

-* 
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binario  majorem  intervallo  , quo  nume- 
ri ab  unitate  progrediuntur  , defignatur* 
proinde  Diophantus  eandem  illam  defini- 
tionem fic  generaliter  concepit : fi  fue- 
rint quotcumque  numeri  , ab  unitate 
aequali  intervallo  progredientes,  omnium 
fumma  multangulus  erit , totque  angu- 
los continebit , quot  numerus  , binario 
fuperans  intervallum  , habet  unitates  . 

Hujufmodi  porrb  numeri  difiki  funt 
multanguli  »five  polygoni , quia  ipforu 
unitates  per  aequa  intervalla  in  polygoni 
arquilateri  formam  difponi  poiTunt : ni- 
mirum numeri  trianguli  in  formam 
trianguli  aequilateri  * numeri  quadrati  ia 
formam  quadrati  , aut  etiam  rhombi  • 
atque  ita  de  aliis  . llnde  definiri  quoqua, 
pofiunt  numeri  multanguli , five  polygo- 
ni , quorum  unitates  aequalibus  interval- 
lis multangulum  » five  polygonum  aequi- 
laterum  exhibent. 

Jam  quemadmodum  Veteres  confidera- 
runt  numeros , qui  oriuntur  ex  continua 
colledione  aliorum  • aequali  intervallo 
ab  unitate  progredientium  * eofque  mul- 
tangulos , five  polygonos  numeros  appel- 
larunt , quia  unitates  ipforum,  per  aequa 
intervalla  difpofitae  > multangulum  , five 
polygonum  aequilaterum  repraefentat.  Sic 
T Re- 
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Recentiores  , ulterius  progrefii  , confide- 
rarunt  numeros  alios  , qui  generantur 
ex  continua  ipforum  multangulorum, in- 
deque  ortorum  numerorum  additione, 
vel  colleftione  , & tam  hos  , quam  illos 
figuratos  appellarunt , quia  fcilicet  uni- 
tatibus ipforum,  per  sequa  intervalla  dif« 
politis  , diverfimode  poliunt  configurari. 
Quocirca  numeri  figurati  dicuntur, 
non  modi>  ii , qui  oriuntur  ex  continua 
colle&ione  aliorum , xquali  intervallo  ab 
unitate  progredientium  j verum  etiam 
qui  ex  continua  inde  ortorum  numeroru? 
additione  generantur  . Ex  quo  patet,  nu- 
meros i ftos  figuratos  non  modhin  varia 
genera  diftingui  pofTe  , pro  diverfitate  in- 
tervalli, quo  numeri  genitores,  hoc  eft  ab 
Initio  alTumpti  ab  unitate  progrediuntur ; 
fed  & ipfos  cujufque  generis  numeros  ia 
varios  ordines  dividi  pofTe,pro  diverfa  ra- 
tione , qua  ex  iifdem  illis  numeris  geni- 
toribus , fi  ve  ab  initio  aflumptis  gene- 
rari intelliguntur. 

Sed  hic  non  alios  nos  numeros  figura- 
tos confiderabimus,  qullm  qui  funt  gene- 
ris primi , quique  oriuntur  H numeris  , 
qui  ab  unitate  per  unitatis  intervallum 
progrediuntur  . Atque  eos  in  certos  ordi- 
nes ita  dividemus , ut  quemadmodum  di- 

A ' cun- 
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Cuntur  numeri  genitores  ipii  illi  numeri, 
fui  ab  unitate  per  unitatis  intervallum 
progrediun turrita  dici  debeant  numeri  fi- 
gurati primi  ordinis,  qui  oriuntur  ex  ad- 
ditione continua  numerorum  genitorum; 
numeri  figurati  fecundi  ordinis  1 qui 
oriuntur  ex  colledlione  continua  eorum, 
qui  funt  ordinis  primi  ; numeri  figurati 
tertii  ordinis  , qui  gignuntur  ex  continua 
colle&ione  eorurr.,qui  funt  ordinis  fecun- 
di ; atque  ita  deinceps. 

Confiderandie  funt  igitur  nobis  hoc  lo- 
co feries  , quarum  termini  , aut  etiam 
coefficientes  terminorum  funt  numeri  ifti 
figurati  generis  primi . Et  quoniam  hu- 
jufmodi  numeri  oriuntur  ex  colle&ione 
continua  numerorum  naturalium  , eorS- 
que  inde  ortorum  numerorum  ; profe- 
ftb  (icuti  omnes  numeri  naturales,  in 
unum  collecti  , conftituunt  quantitatem 
infinitam  ; ita  multo  magis  quantitas  in- 
finita orietur  ,quum  numeri  omnes  figu-, 
rati , cujufcumque  fint  ordinis  , in  unam 
fummam  funt  colligendi  . Sed  nihilomi- 
nus ficuti  in  unum  coiligete  licet  ter- 
minos quotcumque  numerorum  natura- 
lium , ob  proprietatem  illam  , quod  fi  iis 
zero  praefigatur  , fumrna  terminorum  ali- 
quot iit  ad  fummam  terminorum  totide 
T 2 raaxi- 
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maximo  «qualium  in  ratione  fubduplaj 
ita  ptopter  proprietates  quafdam  non 
dilfimiles  , qua;  in  numeris  illis  figurati* 
occurrunt , poterit  quotcumque  illorum 
numerorum  finita  femper  fumma  inve- 
niri. 

Nimirum  , quemadmodum  in  numeris 
naturalibus,  qui  funt  genitores  nume- 
rorum figuratorum  , quos  hic  confidera- 
mus  > prsefixo  unitati , five  primo  termi- 
no unico  zero  , fumma  terminorum  ali- 
quot erit  ad  fummam  terminorum  toti* 
dem  maximo  «qualium  in  ratione  fub- 
dupla  » hoc  eft , ut  unitas  ad  binarium 
Ita  in  numeris  figuratis  * qui.  ex  colle» 
ftione  numerorum  naturalium  oriuntur» 
fi  primo  termino  tot  zero  pnefigancur» 
qnoc  defignat  exponens  ordinis  numero- 
rum figuratorum  > audus  unitate  una» 
hoc  eft  , duo  in  numeris  figuratis  ordinis' 
primi  , tria  In  numeris  figuratis  ordi- 
nis fecundi  , atque  ita  deinceps  ; fumma 
terminorum  aliquot  erit  ad  fummam  ex 
totidem  terminis , quorum  quifque  ma- 
ximum ad«quet,ut  unitas  ad  eundem  ex- 
ponentem» au&um  duabus  unitatibus» 
hoc  eft  , ut  i ad  3 in  numeris  figuratis  or- 
dinis primi  » ut  i ad  4 in  numeris  figu- 
ratis ordinis  fecundi » atque  ita  conti- 
nui. ' Hac 
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Hac  ratione  numeri  figurati  ordinis 
primi  t qui  fcilicet  oriuntur  ex  colle&ia* 
ne  continua  numerorum  naturalium» 
funt  1,3)6,10,  1 f ) 21  &c. » Sc  fi  iis 
duplex  zero  praefigatur  , ac  in  unum  ad- 
dantur quinque  termini  » erit  eorum 
fumma  10»  & fumma  terminorum  to- 
tidem » aequalium  maximo  6 , erit  50. 
Similiter  numeri  figurati  ordinis  fecundi, 
qui  fcilicet  oriuntnr  ex  additione  conti- 
nua numerorum  figuratorum  primi  ordi- 
nis , funt  1,4,10, 20,  3 f,  j-6  & c.,  & fi 
iis  triplex  zero  praefigatur  , addanturque 
termiui  feptem  , erit  eorum  fumma  , 
& fumma  terminorum  totidem  «qualiE? 
maximo  20,  erit  140  . Atque  ita  quoque 
quia  numeri  figurati  ordinis  tertii  funt 
* * f*  if  ♦ » ?°»  Sec.  , perfpicuum 

e(l , quod  fi  iis  quatuor  zero  prxfigancur  » 
colliganturque  in  unum  termini  novem, 
fumma  eorum  fit  126  , St  fumma  ex  ter- 
minis totidem,  quorum  quifque  adaquet 
maximum  70  * fit  650. 

Hac  numerorum  figuratorum  proprie- 
tate fuppofita,  facile  erit  eorundem  quot- 
cumque terminos  in  unam  fummam  col- 
ligere. Incipiemus  autem  ab  ipfis  numeris 
naturalibus,  qui  funt  genitores  numero- 
rum figuratorum, quos  hic  confideramus. 

T 3 Ita, 
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Itaq*  fi  numerorum  naturalium  colligen- 
di fint  in  unam  fummam  tot  tetmini, 
quot  defignat  numerus  m , erit  ulti- 
mus, five  maximus  terminus  ip(e  nu- 

m , 

merus  m , vel  etiam  — . Sed  praefixo 

numeris  illis  unico  zero  , fumma  quot- 
cumque terminorum  fit  fubdupla  fummae 
terminorum  totidem  maximo  requalium. 
Quare  fi  maximus  ille  terminus  capiatur 
'<c  • toties  , quot  unitates  continet  m f i , Sc 

produci  inde  orti  capiatur  femjliis  , erit 
* 4 rn.mf  r , i i 

suma  qua;fita  — — ,hoc  efl  >»»i  f — 

• 1.2  Z r,  2 

nam  pun#a  quantitatibus  interje&» 
multiplicationem  earum  quantitatum 
boc  loco  defignant. 

Proponantur  fecundb  in  unam  fum- 
mam colligendi  termini  totidem  nume- 
rorprum  figuratorum  primi  ordinis » 
quot  defignat  idem  numerus  rn.  Et  quo- 
niam numeri  figurati  primi  ordinis,  de 
quibus  hic  loquimur,  oriuntur  ex  addi- 
tione continua  numerorum  naturalium» 
erit  ultimus  » five  maximus  terminus 
i»,  m f i 

1 ■ — 1 : Jam  verbfi  numeris  figuratis 
* • x pri». 
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primi  ordinis  duplex  _zero  pra;figatur i 
furnnia  terminorum  aliquot  fit  JubtripLa 
terminorum  totidem  maximo  .-equaliuiTj* 
I aque  fi  maximus  ille  terminus  toties 
capiatur  » quot  Unitates  continet  tn  f 2 * 
& producti  inde  orti  fumatur  triens»  etiC 
tn  , tn  f t , rn  f 2 


tet  invenire. 

Proponantur  tertii»  in  Unum  addendi 
tot  termini  numerorum  figuratorum  or- 
dinis fecundi » quot  defignanturab  epde 
numero  m.Quia  ergo  numeri  figurati 
fenili  ordinis  oriuntur  cx  continua  col- 
le&ione  eorum  » qui  funt  ordinis  primi» 
erit  ultimus  » five  maximus  terminus 


ratorum  facundi  ordinis  ea.eft  proprietas» 
ut‘fi  iis  tfiplex  zero  praefigatur » fumma 
quotcumque  terminorum.  Iit  fubquadrp- 
pla  fumma;  .t  totidem  teftninU»  quorum 
quifque  maximum,  adarquot  • Igitur  fi 
maximus  ille  terminus  .toties  acdpU- 
tur  » quot  unitate»  continet  rti  f % » & 
produ<5U  inde  orti  quadrans  capiatur»eric 


1.2. 


— — > fumma  » quam  opof- 
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...  i fumma  quxfita. 

i . i . ; • 4 

‘ Non  dillimili  ratione  colligi  poterunt 
in  unam  fummam  termini  quotcumque 
numerorum  figuratorum  fuperiorum  or- 
dinum. Sed  nocetur  hoc  loco  velim,  fum- 
mas  iftas  defignari  per  duplicem  progref- 
fionem  arithmeticam  , utramque  afcen- 
denteir.  per  unitatis  incrementum,  unam 
a multitudine  alTumpta  terminorum  » 
alteram  ab  unitate  , & utramque  tot 
‘terminis  conftantem  , quot  defignat  ex- 
ponens ordinis  numerorum,  duabus  jftni- 
tatibusauftus.llnde  ad  eafdem  iilasfum- 
mas  inveniendas  poterit  generaliter  hac 
regula  adhiberi. 

Nimirum  fiant  dua;  progrefliones 
arithmetica.’,  ambs  afcendentes  per  uni- 
tatis incrementum  , una  quidem  i mul- 
titudine terminorum  in  unam  fummam 
colligendorum»  altera  ab  unitate,  Sc 
utraque  tot  terminorum»  quot  defignat 
exponens  ordinis  numerorum  , duabus 
unitatibus  au&us.  Multiplicentur  deinde 
inter  fe  mutub  tam  termini  prioris  pro- 
greflionis  , qu^m  termini  alterius  $ & di- 
vifo  produ&o  ex  primis  per  produ&um 
ex  fecundis » erit  quotiens  terminorum 

fum* 
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fumma  quaefita  . Ita  fi  in  unam  fummam 
fint  colligendi  decem  termini  numerorum 
figuratorum  ordinis  primi  > progreflio- 
num  conftituendarnm  una  erit  io»n» 
12»  altera  i , i , $ . Ec  quia  id  » quod 
oritur  » multiplicando  fimuJ  terminos  11- 
• lius»eft  i?2o»id  verb  , quod  produci- 
tur ex  multiplicatione  terminorum  alte- 
rius hujus  progreflionis  » eft  6 » divido 
1520  per  6 % Sc  erit  220  fumma  quac- 
fita. 

Jam  quemadmodnm  fumma  numeroru 
omnium  naturalium  eft  ad  fummam  ter- 
minorum totidem  maximo  a:qualium  ia 
ratione  fubdupla  » hoc  eft  » ut  unitas  ad 
binarium  i ita  fumma  numerorum  om- 
nium figuratorum  cujufque  ordinis  eft 
ad  fummam  ex  totidem  terminis » quq-. 
rum  quifque  maximum  adajquet » ut  uni- 
tas ad  exponentem  ordinis  eorum  nume- 
rorum» duabus  unitatibus  auftum  • Nana 
numerorum  figuratorum  « ut  fuperlus  vi- 
dimus , ea  eft  proprietas  » ut  fumma  ter- 
minorum aliquot  fit  ad  maximum  termi- 
num toties  fumptum»  quot  defignat  mul- 
titudo terminorum»  aufta  non  modb  uni- 
tatibus exponentis  % veriim  etiam  una 
adhuc » ut  eft  unitas  ad  ipfuin  exponente» 
duabus  unitatibus  audum  . Sed  quum 


■»—9 
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multitudo  terminorum  ponitur  infinita  * . 

ea  per  unitates  exponentis  , & alteram  il- 
lam adhuc  fuperaddendam  non  augetur. 
Itaque  * quia  in  hoc  cafu  fatis  erit  maxi- 
mum terminum  toties  fumere  , quota  eft 
ipfa  terminorum  multitudo  * confeqoen 
eft  » ut  fumma  numerorum  omnium  figu- 
ratorum cujufque  ordinis  fit  ad  fummam 
terminorum  totidem  maximo  «qualium, 
ut  eft  unitas  ad  exponentem  ordmls  nu- 
merorum,duabus  unitatibus  audum. 

Ut  autem  numerorum  figuratorum 
proprietatem  illam  oftendamus  vdemon- 
ftrandum  eft  prids  hoc  theorema  t nempe, 
quod  fi  fuerit  feries  quadam  numerorum 
a yb , c , d kc.  i quorum  ea  fit  proprietas, 
ut  fumma  terminorum  quotcumque  fit 
ad  terminum  ultimum  toties  lumpeum  , 
quota  eft  ipfa  terminorum  multitudo, au- 
fta  unitatibus  m , perpetub  ut  unitas  ad 
numerum  **  & e, /,*.**«.  fit  alia  fe- 
ries numerorum  , qui  ex  illarum  conti- 
nua colleftione  oriantur  i quod  inquam 
in  hac  alia  ferie  fumma  quotcumque  ter- 
minorum fit  ad  terminum  ultimum  to- 
ties acceptum,  quota  eft  ipfa  terminorum 
multitudo  , aufta  unitatibus  w f i , uc 
eft  unitas  ad  numerum  n f i* 

Neque  verb  difficile  «ritrfheorema  fitud 
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^ftendere  Nacn  ex  hypothefi  a eft  ad 

m f ia  , ut  1 ad  n 5 & fimiliter  in  hac  ea- 
dem ratione  eJl  quoque  , non  mod6  a f b 

pd  1»  f ib  » verum  ,etiam  a f b f c ad 

rn,  \ %c  , 8c  a'f  b f c f d ad  m f $d.  Ita- 
que, conjungendo  fiinuUtam  omnesante- 
cedentes  , quam  omnes  confequentes,  erit 

40  f %b  f ac  f i ad  m f ia  f m f ib 

f w f $c  «f-  , ut  I ad  m atque  adeo 

Componendo  erit , ut  40  f ?b  f ac  f d ad 

m f fd  f b f e f d,ita  t ad  n f 1 ♦Jam 
verb  , quum  numeri  e , g > b oriantur 
ex  colle&ione  continua  numerorum  n»  b » 
c , d i 4(1  f f 2C  f d e(l  idem  , ac  e f f 
f g f b * & a f b f cf  d perinde  valet  * 
ac  b . Quare  erit  , ut  e f / t £ t ^ ai^ 

m f , ita  1 ad  n f 1 } hoc  eft  , ut  fum- 
ma  quatuor  terminorum  e,/»  £ » b ad  ul- 
timum terminum  b acceptum  toties, quo- 
ta eft  ipfa  terminorum  multitudo , au&a 
unitatibus  *a  f 1,  ita  unitas  ad  numerum 
«f  1. 

Hocoftenfo  theoremate  , proprietas  il- 
la numerorum  figuratorum  fua  fponte 
fequicur  . Nam  numeri  figurati  primi  or- 
dinis oriuntur  ex  additione  continua 

na- 


0 
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numerorum  naturalium  . Sed  Horum  nu- 
merorum* ut  fuperius  crftenfum  fuit*  ea 
eft  proprietas  * ut  fumma  terminorum  ali- 
quot fit  ad  terminum  ultimum  toties  ac- 
ceptum * quota  eft  ipfa  multitudo  *au£ta 
unitate  una*  ut  i ad  2 . Itaque  io  nume- 
ris figuratis  primi  ordinis  fumma  termi- 
norum quotcumque  erit  ad  terminum 
ultimum  toties  fumptum  * quota  eft  ipfa 
terminorum  multitudo  * duabus  unitati- 
bus aucla,  ut  eft  1 ad  3 . Unde  porri>*quia 
numeri  figurati  fecundi  ordinis  oriuntur 
ex  continua  colle&ione  eoruin  * qui  funC 
bidinis  primi  * erit  in  iis  fumma  termi- 
norum aliquot  ad  terminum  ultimum 
toties  fumptum  * quota  eft  ipfa  termino- 
rum multitudo  tribus  unitatibus  au&a» 
ut  1 ad  4.  Atque  ita  gradatim  numero- 
rum figuratorum  aliorum  ordinum  pro- 
prietates deducentur. 

Sed  nolo  hic  filentio  pra?terire*proprie'-' 
tatem  illam  numerorum  naturalium  9 
quam  fuperius  ob  naturam  progreflionis 
arithmetica;  demonftratam  dedimus  * col- 
ligi quoque  pofle  ex  theoremate  mox  X 
nobis  oftenfo  . Oriuntur  fiquidem  nume- 
ri naturales  ex  Continua  colle&ionp  uni- 
tatum .Jam  verb  in  ferie  unitatum  fum-  > 
xna  terminorum  aliquot  eft  ad  terminum 

ulci- 
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ultimum  toties  fumptum  , quota  eft  ip» 
fa  terminorum  multitudo  , aucla  unita» 
Ce  nulla  »in  ratione  aequalitatis  , hoc  eft 
ut  r ad  1 • Itaque  in  ferie  numerorum 
naturalium  fumma  quotcumque  termi* 
norum  eft  ad  terminum  ultimum  toties 
acceptum  » quota  eft  ipfa  terminorum 
multitudo  , au£ta  unitate  una  , in  ratio» 
ne  fubdupla , hoc  eft  » ut  x ad  2, 

V. 

De  Jeriebtts  infinitis  , quarum  termini 
futft  potefiates  numerorum  natu-  < 
talium. 

PRoximum  eft  , ut  eas  contemplemur 
feries  infinitas  , quarum  termini 
funt  poteftates  , hoc  eft  quadrata  « cubi  • 
quadrato-quadrata  numerorum  natura- 
lium . Et  quamquam  hujufmodi  feries 
tales  etiam  efle  conftet  * ut  in  infinitum 
continuatae,  numquam  poifint  fummam 
finitam  exhiberejquum  & ipfi  numeri  na- 
turales , fi  omnes  colligantur  in  unum* 
infinitam  conftituant  quantitatem.  Uti- 
lis tamen  eft  earum  feriemm  contempla- 
tio •.  quia  tametfi  fumma  omnium  infi- 
nitorum terminorum»  velut  infinita,  ha- 
beri 


1 


^ol  A t>  6 E B R X 

beri  non  poflit  j nihilominus  , qua»  fum-' 
ma  oriatur  ex  quamplurium  terminoru 
additione  , facile  eri:  definire. 

Ad  has  fummas  definiendas  magnope- 
re conferunt  fumma;  jain  determinat* 
numerorum  figuratorum  , qui  ex  nume- 
ris naturalibus  oriuntur . Nam  etli  > qui 
infinitorum  traclarunt  Arithmeticam* 
primb  fummas  quadratorum» cuborum» 
aliarumque  poteftatum  numerorum  na- 
turalium inveftigaVerint » deinde  verb  ad 
definiendas  fummas  numerorum  figura- 
torum pertraniierint,.  Natura;  tamen  rei 
longe  melius  convenire  videtur  » fi  pri- 
mb quidem  numerorum  figuratorum 
fumma;  determinentur  » poftea  vero  ad 
poteftatum  fummas  inveftigandas  de- 
fcendatur  » quandoquidem  ex  cognitis 
fummis  figuratorum  fumma;  poteftatum 
nullo  negotio  deducuntur. 

Itaque  quum  i nobis  fumma;  numero- 
rum figuratorum  jam  fint  determinatae» 
videamus  » qua  ratione  mediantibus  iis 
fumm*  poteftatum  pofllnc  definiri . Et 
quidem  » quia  primae  poteftates  numero- 
rum naturalium  ab  ipfis  numeris  natura- 
libus non  differunt  ■,  quum  prima  pote- 
ftas  cujufque  quantitatis  (it  ipla  quanti- 
tas femel  pofita:  fit  hinc,  ut  ad  invenien- 
dam 
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dam  fummam  primarum  poteftatum  nu- 
merorum naturalium  » fatis  fit  ipfos  na- 
turales numeros  in  unam  lum/mam  colli- 
gere : proindeque  fi  quilibet  numerus  na- 
turalis indefinite  defignetur  per  w»erU> 
li 

rnm  f *—  m fumma  omnium  wjquia 
2 * • . 

fcilicet  harc  eadem  quantitas  inventa  eft 
fuperius  pro  fumm»  numeror  uno  totidem 
naturalium  > quot  defignat  n-umerus  nu. 
Proponatur  feeundb  invenienda  fum- 
ma quadratorum » fi  ve  fecundarum  pote- 
flatum  numerorum  naturalium  • Et  jam 
fi  m referat  indefinite  quemcumque  nu- 
merum naturalemjdefignabit  etiam  inde- 
i i 

finite  -.rowf—w  qnemcumque  nunae- 

* z * 

rum  figuratum  ordinis  primi.  Sed  fumma 
indefiaica  omnium  numerorS  figuratorS 
i i 1 

primi  ordinis  eft  — »3  f — t m' 
$ x 3 

Itaque  baec  eadem  quantitas  erit  fumma 

ii) 

omnium  -—mm  f — m * Se  confequentec 
* x 

eadem  quantitas  duplicata  erit  fumma 

ora- 
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omnium  ww  f m . Jam  verb  fumma  ortt- 

1 > 

iulum  w eft-wwf  — W'  Quare  fi  ex 

2 2 

quantitate  ilia  duplicata,  harc  alia  fubdu- 
1 1 1 ‘ 

icatur,  erit  refidufi*—  m3  f».  — w*  f — • »» 

? 2 6 

fummaomnium  quadratorum  mm. 

Proponatur  tertib  invenienda  fumma 
ex  cubis  , five  tertiis  poteftacibus  nume- 
rorum naturalium . Quoniam  m refert 
indefinite  quemcumque  numerum  natu- 
ralem , defignabit  etiam  indefinite 
1 1 1 

nr?  f — m quemcflque  nume- 

6 2 % 

tum  figuratum  ordinis  fecudi.  Sed  fumma 
indefinita  numerorum  figuratoru  fecundi 
I t-  11  1 

ordinis  eft  — m*  f — - m*  f — **• 

24  4 24  4 

Itaque  hssc  eadem  quantitas  erit , fum- 
111 

xna  omnium  — mJ  f — n»a  t—*n»  5 St 
6 2 3 

confequenter  eadem  quantitas  fextupli» 
cata  erit  fumma  omnium  mi  f ym3  fi  nu 
Jam  verb  , quia  fumma  omnium  m 

in« 
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\ i v i v, 

fatVenta  eft  — m3  — m » erit  fumma 

2 2 - ■ ’ , 

omnium  ztp  sequalis  m3  f m ; & fimiliter# 
3uia  fumma  omnium  m3  inventa  efc 

;*  * I : 

V*3  f rr-  m3  f m , erit  fumma  omW 

3 2 6 'irj  t ' 

pium  3 w?4  atquaiis  m3  f — . m3  f — «».' 

.3  2 'i 

Itaque  fi  ex  quantitate  illa  faxtuplicat* 
haj  alia?  dua:  fubducantur  , erit  refiduum  ’ 

l .*?•'■!  t - ■ 

— m*  f — »?3  f «r»  m3  suma  omniu  mi. 

4 a 4 

Non  diifimili  methodo  ad  aitiores  gra# 
datim  poteftates  pergere  licet,  earundem. 
que  fummas  ex  definitis  fummis  oume» 
rorum  figuratorum  ordinis  fuperioris  de- 
terminare . Sed  ut  uno  , aut  altero  exem- 
plo illuftremus  id  > quod  generaliter  » ac 
indefinite  definivimus  , proponatur  in- 
venienda fumma  quadratorum  ex  pri- 
mis fex  numeris  naturalibus  . Quo- 
niam quadratorum  fumma  indefinita  eft 

i i i 

— w3  — m3f*~ • f» , fatis  erit  in  hac 

3 2 ' 6 

{oflpula  generali  jalorem  ipfius  m fubfti* 

V tue- 
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tuere  • Itaque  * quia  m eft  6 * erit  fextans 
jpfius  m «qualis  i 9 & fimiliter  , quia 
«ja  eft  36  « erit  femiifis  ipfius  m 3 «qualis 
18  i atque  ita  quoque  » quia  r/»3  eft  216, 
erit  triens  ipfius  t»3  «qualis  72  . Quare 
fumma  qu«fita  erit  72  f 18  f 1 «hoc eft 


Oporteat  quoque  invenire  fummam 
cuborum  « qui  fiunt  ex  iifdem  primis  fex 
numeris  naturalibus  ..Quoniam  fum- 
ma  indefinita  cuborum  defignatur  per 
1 s x 

— w*  f — tn3  f — .t»a  «ubi  «s  ponitur 

4*4 

quemcumque  numerum  naturalem  re- 
prarfentare « fufficiet  in  hac  formula  ge- 
nerali valorem  ipfius  m fubrogare.  Quo. 
circa,  quia  m eft  6«erit  «a 36» atque  adeo 
quadrans  ipfius  mm  erit  9 . Et  quoniam 
•»3  eft  216  «erit  femifiis  ipfius  mi  aequalis 
108  . Ac  denique  quia  w*  eft  1296  «erit 
quadrans  ipfius  m*  «qualis  324  . Qua  ra- 
tione fubrogatis  omnibus  hifce  valori- 
bus  in  formula  illa  generali « erit  324  f 
r 08  f 9,  hoc  ex  441  fumma  quxfita. 

Jam  quemadmodum  fumma  indefinita 

.x  • * - 


numerorum  Ruralium—  w*  f — « 

2 z ■ 

eft 
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V 1 ’ . 1 

eft  tantum  — m3  , quum  numerus  rn  po- 
2 

nitur  infinitus  r unde  fequitur , fnmmam 
numerorum  omnium  naturalium  efle  ad 
fummam  totidem  maximo  aqualium  in 
ratione  fubdupla  , hoc  eft  , ut  1 ad  2 . ita 
quoque  fumma  indefinita  quadrato- 
rum , quse  fiunt  ex  numeris  naturalibus 

‘ 1 1 1 1 

•—  m3  f __  m3  f — ruerit  tantum—  m?, 

6 3 

«bi  ponitur  m multitudinem  infini- 
-tam  repnefentare  : ex  quo  colligere  ii- 
<ebic  hoc  theorema  , quod  fumma  qua- 
dratorum omnium  , qua?  fiunt  ex  nume- 
ris naturalibus  » fit  ad  fummamr  totidem 
maximo  aequalium  in  ratione  fubtripla, 
ixoc  eft  , ut  1 ad  q. 

< Similiter  autem  , quia  fumma  indefi- 
nita cuborum  , qui  fiunt  ex  numeris  na- 
* 1 1 

turalibus,eft  — m*  f — m3  f — r/j^h»q 

4 1 - 1 4 

ent  tantum  •— * quum  numerus  rn 

4 

ponitur  infinitus:unde  etiam  hujufmodi 
profluit  theorema,  quod  fumma  cuborum 
omnium  , qui  fiunt  ex  numeris  naturali- 
Y a bus» 
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bus  , fit  ad  fummam  totidem  maximo 
aequalium  in  ratione  fubquadrupla  » hoc 
eft,  ut  i ad  4 . Atque  ita  quoque,  fi  pote- 
jlatum  altiorum  fummae  indefinitae  tra- 
dita  methodo  determinentur  j invenietur, 
fummam  ex  quadrato-quadratis  nume- 
rorum omnium  naturalium  effe  ad  fum- 
mam totidem  aequalium  maximo  , ut  j 
ad  ? i & fummam  ex  quadrato-cubis  , ut 
| 'j  ad  6 i & fummam  ex  cubo-cubis , ut  i 
ad  7 j atque  ita  deinceps. 

Atque  hinc  plura  alia  theoremata  c ol-’ 
ligere  licet » proportionem  inter  numeros 
figuratos , & poteftates  numerorum  na- 
turalium exhibentia  , quae  nefcio  an  ad- 
huc ab  Au&ore  aliquo  fint  adnotata: 
nempe  primb,  quum  fumma  ex  omnibus 
numeris  figuratis  primi  ordinis  fit  ad 
fummam  totidem  maximo  aequalium  »ut 
i ad  ? , atque  in  hac  eadem  ratione  fit 
etiam  fumma  quadratorum  omnium  ad 
fummam  totidem  aequalium  maximo  , 
erit  fumma  ex  omnibus  numeris  figura- 
tis primi  ordinis  ad  maximum  , ut  fum- 
ma ex  omnibus  quadratis  ad  quadratum 
fimiliter  maximum. 

Secundb  y quum  fumma  ex  omnibus 
numeris  figuratis  fecundi  ordinis  fit  ad 
fummam  totidem  maximo  aequalium , ut 

i ad 
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t ac!  4 * atque  in  hac  eadem  ratione  fic 
etiam  fu  mina  omnium  cuborum  ad  fum- 
mam  totidem  «qualium  maximo  ; erit 
fumma  eX  omnibus  numeris  figuratis  fe- 
cundi ordinis  ad  maximum  , ut  fumma 
omnium  cuborum  ad  cubum  limiliter 
maximum. 

Tertih  , quia  fumma  ex  omnibus  nu-i 
meris  figuratis  tertii  ordinis  eft  ad  fum« 
mam  totidem  maximo  Jfcqualiuirt  » ut  r 
ad  f > atque  in  hac  eadem  ratione  eft 
etiam  fumma  ex  omnibus  quadrato- 
quadratis  ad  fummam  totidem  «qualium 
maximo  * erit  fumma  ex  omnibus  nume- 
ris figuratis  tertii  ordinis  ad  maximum» 
Ut  fumma  ex  omnibus  quadrato-quadra» 
tis  ad  quadrato-quadratum  flmiliter  ma« 
ximum» 

Nec  diffimiliter  determinari  poterunt 
proportiones  inter  numeros  figuratos  fu- 
perioris  ordinis  , & poteftates  aitiores» 
Sed  proportiones  iftas  licebit  etiam 
paulb  fpeclalids  definire  . Nam  ultimus 
ex  numeris  figuratis  primi  ordinis » ve-* 
luti  aggregatum  omnitfm  numerorum 
t - 

naturalium » eft  — • mi»  * hoe  eA  femiffii 

i 

maximi  quadrati  • Itaque  fumma  otnni fi 


- v 
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xiumerorfi  figuratorum  primi  ordinis  erit 
etiam  femiili* funim»  omnium  quadra» 
torum. 

Eadem  ratione  ultimus  ex  numeris  fi- 
guratis fecundi  ordinis  r veluti  aggrega- 
tum ex  iis,  qui  fune  ordinis  primi,  eft 

JLto3  , hoc  eft  fextans  maximi  cubi. 

6 ' - ; 
Quare  fumma  omnium  numerorum  figu- 
ratorum fecundi  ordinis  erit  etiam  fex- 
tans lumina;  omnium  cuborum  . Atque 
hac  ratione  in  infinitum  progredi  lice- 
bit. 

Qupe  omnia  ex  ipfis  fummis  indefinitis 
eorum  numerorum  immediate  colligi  po- 
terunt . Nam  fumma  indefinita  omnium 
numeroru  figuratorum  primi  ordinis  eft 

iri 

-j- m2  f — & fumma  inde- 

6 a 3 ‘ 1 

finita  omnium  quadratorum  inventa  eft 

i i i 

w.  m3  f — . m3  f — m.  Unde  quia,qunm 
q a 6 

nnmerus  rn  ponitur  infinitus  , illa  fit 
X I * 

— . m3 , ha;c  — » liquet  fummas  illas 

€ 3 
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efle  inter  fe  » ut  i ad  2. 

Similiter  fumma  indefinita  omnium 
Humerorum  figuratorum  fecundi  ordinis 
1 2 it  i 

eft  — f — m?  f *— « f — tn  , & 
24  4 24  4 

fumma  indefinita  omnium  cuborum  eA 
211 

— m*  f — mtn3  f — « Quocirca  qui» 

424 

pofito  infinito  numero  m » prior  fumma 

1 

evadit  — ra* » pofterior  verb  mutatur  in 
24  1 . 

hanc  aliam  — m*}  palam  eft»  fummas  il. 

4 

las  efle  inter  fe  » ut  1 ad  6«  t.  ' 

Sed  nolo  hic  reticere  pulcherrimam 
proprietatem»qua*  deprehenditur  te  fu  ni- 
mis indefinitis  tam  poteftatum  » quam 
numerorum  figuratorum ; nempe  quod  fi 
propriis  fu  is  fign  is  addantur  te  unumfra- 
dVrones  illae»qua  in  fummis  iliis  fune  ter- 
minorum coefficientes»  fumma»  quaf  inde 
oritur»  fit  ubique  unitas  . Atque  hanc 
proprietatem  cernere  quoque  licet  In 
fumma  indefinita  ipforum  numerorum 
naturalium  » qui  tam  inter  poteftates  » 
qusim  inter  numeros  figuratos  reponi 
V 4 pok 


poflunt.  Nam  quum  ea  fit  — ram  f—m} 

perfpicuum  eft  coefficientes  terminorum 
fimul  additos  unitatem  adasquare . 

{ . . ‘ VI.  . 

*,  Serierura  infinitarum  exempla  alia 
afferuntur» 

•*/  - - - 

Vidimus  fuperius  feries  infinitas» 
quarum  termini  funt  * vel  nu- 
meri naturales  , vel  numeri  figurati 
numerorum  naturalium  » in  infinitum 
continuatas,  numquam  poffe  finitas  fum* 
mas  exhibere  . Interim  fi  termini  earum 
ferierum  dividantur  ordina  per  terminos 
alterius  feriei , cujus  termini  crefcendo 
geometrice  progrediantur » vel  quod  eo» 
dem  recidit , multiplicenrur  per  termi- 
nos novas  feriei  « cujus  termini  proge- 
diantur  geometrice  decrefcendo > id  quod 
orietur  ex  infinitorum  illorum  termino- 
rum colle&ione , erit  femper  quantitas 
finita.  ; 

Dividantur  itaque  primb  terminl,con- 
ftituentes  feriem  numerorum  natura- 
lium i » 

* i 


2 » 3 » 4 & c.  per  terminos  pro- 

gref- 
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greffionis  geometrica;  crefcencis  a •%  a3  , 
03  » &c.  ita  , ut  nova  feries  oriatur 

1 . 2 ? 4 

*—  T f — f jam  » U quifque 

a a3  a 3 

teminus  nova;  hujus  feriel  refolv*tur  in. 
tot  aiios  , quot  numerator  ejus  continet 
unitates  jconftitui  poterunt  infinita?  ali* 
feries  , qu»  fingula;  progrediuntur  geo. 

1 

Eretrice  decrefcendo  , una  ab  * altera 
1 1 a 

ab  — t tertia  ab  — , atque  ita  deinceps. 
a3  a3 

Unde  quia  fummar  illarum  ferierum,per 
ea  » qu;e  ollenfa  funt  articulo  fecundo» 

l 1 ' 1 

Inveniuntur  *— — 1 > ■— ■ , ■ «■  ■ - &c.» 

a— 1 a3‘ — a a 3 — . a 3 

8c  feries  illarum  fummarum  efi>ad  feriem 
iii 

*— . f — ^ *—  & c. » ut  11  ad  a — 1 j erit 
a a 3 a3 

fumma  omnium  infinitorum  terminorS 
nova;  illius  feriei  quantitas  a $ divifa  per 
quadratum  ipfius  a r* 

Dividantur  fecfidb  termini  confticuen-' 
tes  feriem  numerorum  figuratorum  pri- 
mi ordinis  1 > 9 » 6 » 10  &c.  per  terminos 

ejaf. 
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efufdem  progrefltonis  geometrica;  crefcen- 
cis  a i a3  , a 3 , a4  Scc.  ita  , ut  nova  feries 
i 3 6 io 

habeatur  - f — ■ f — f — &c.  Et  rur*»’ 
o aa  a?  a4 

fusjfi  quifque  terminus  nova;  hujus  feriei 
refolvatur  in  plures  alios , quorum  nu- 
meratores fint  numeri  naturales»  ex  qui- 
bus componitur  numerator  illius*  confti- 
tui  poterunt  infinita;  alia;  feries,  qua;  lin- 
gula: progrediantur  geometrice  decre- 
X 2 

fcendo,  una  ab  — - , fecunda  ii  — , tertia  \ 
% a a3 

— * atque  ita  deinceps  . Quocirca 
a3 

quia  fumma:  illarum  ferierum , per  oden- 
fa  ia  articulo  fecundo  » inveniuntur 

*— ■ , — , >— — ■ ■ Scc.  t Sc  feriae 
a — i a3-— a a 3 — a3 
illarum  fumuxarum  eft  ad  feriem 
I * 3 

— > f f — - «Scc. , ut  a ad  a — r ; erit 

a a*  ai 

fumma  omnium  infinitorum  termino, 
rum  nova:  illius  feriei  quantitas  a3  di  via 
fa  per  cubum  ipliusa—x. 

Dividantur  certib  termini  condi  tuen- 
tes 
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fes  feriem  numerorum  figuratorum  fe- 
cundi ordinis  1 > 4,  10,  ao  &c.  per 
terminos  ejufdem  adhuc  progrelfionjs 
geometrica;  crefcentis  o‘,  a3  « 0 i , a* 
&c.  ita  , ut  nova  feries  conftituatur 
1 4 10  20 

— f — f — f — &c.  Et  fimiliter  , G 
u a3  ai  04 

quifque  terminus  nove  hujus  feriei  refol- 
vatur  in  piures  alios  , quorum  numera- 
tores fine  numeri  figurati  primi  ordinis  , 
ex  quibus  componitur  numerator  illius» 
conditui  poterunt  infinita;  ali*  feries, 
quse  lingula;  progrediantur  geometrice 

1 $ 

decrcfcendo , una  ab  — , altera  a — ter- 
6 a a3 

tia  l atque  ita  deinceps  , Unde  quia 

03 

fumma;  idarum  ferieru  per  ea,  qu*  oden- 
fa  funt  in  articulo  fecundo  > inveniuntur 

1 ' ? 6 

> — 1 — > ' • &c. , & feries  ida- 

0« — r a3' — 0 ai— -a3 
rum  fummarum  ed  ad  hanc  aliam  feriem 
1 % 6 

— • f — f — . &c. , ut  i ad  0 — 1 j erit 
a a3  ai 

fumma  omnium  infininicorufli  termino- 
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rumnovo  illius  feriei  quantitas  ai  divlfa 
per  quadra to-quadratum  ipfius  a — sj. 

Eodem  artificio  invenire  licet  , fum- 
mam  finitam  infinitorum  terminorum 
cujuslibet  alterius  feriei  * qua;  oriatur» 
dividendo  numeros  figuratos  ordinis  fu- 
petiorls  per  terminos  progrelfionis  geo- 
metrica; crefcentis  a , a2  » ai  » a4  &c.  Ni- 
mirum  refolvendo  unumquemque  termi- 
norum illius  feriei  in  plures  alios  , quo- 
tu  numeratores  fint  numeri  figurati  ordi- 
nis procedentis  » ex  quibus  termini  illiu* 
numerator  componitur  Sc  conftituendo 
infinitas  alias  feries»  quarum  termini  nu- 
meratores habeant  conflantes,  & confe- 
quenter  geometrice  progrediantur  . Nam 
quum  fumma:  harum  ferierum  invenian- 
tur per  ea  » qua?  ollenfa  funt  in  articulo 
fecundo  , & feries  harum  fummarum  fic 
ad  feriem  ortam  ex  numeris  figuratis  or- 
dinis procedentis,  perpetub  Ut  a ad  i j 
ex  cognita  fumma  iftius  feriei,  facile  erit» 
illius  quoque  fummam  invenire. 

Sed  ex  iis  , quo  ha&enus  ollenfa  funt» 
haud  difficile  erit,  regulam  credere  , qua; 
•ad  omnes  cafus  fe  extendat.Nam  fi  termi- 
ni progrelfionis  geometrico  decrefcentia 
i . i i i 

**—  f ' — f — f . &c. , cujus  fumma  eft 
a a*  ai  a + uni- 
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unitas  divifa  per  a — i 7 afficiantur  nu- 
meris naturalibus  1 » * » ? » 4 &c*  » 
fumma  erit  quantitas  a divifa  per  quadra- 
tum ipfius  a •—  1 j fi  verb  afficiciantuc 
numeris  figuratis  primi  ordinis  h?  » 6 » 
10 &c.»  fumma  erit  quantitas  a1  divifa 
per  cubum  ipfius  fl  — I j fi  porrb  affi- 
ciantur  numeris  figuratis  fecundi  ordinis 
1,4,101*0  &c.  , eadem  fumma  erit 
quantitas  a 3 divifa  per  quadrato-quadra- 
tum  ejufdem  fl— 1 j atque  ita  deinceps. 
Itaque  fi  ipfi  numeri  naturales  inter  figu- 
ratorum ordines  collocentur, ita  ut  expo- 
nens ordinis  ipforum  fit  zero,  five  nihi- 
lum » regula 'generalis  ha;c  erit . Elevetur 
quantitas  a ad  poteftatem,  quam  deiignat 
exponens  ordinis  numerorujauaus  unita- 
te una  i deinde  dividatur  eadem  per  eam 
poteftatem  ipfius  fl-i,  quam  defignat 
idem  exponens  duabus  unitatibus  au&us, 
& quotiens  dabit  fummam  , quam  opor- 
tet invenire. 

Hac  ratione  fi  termini  progrefflonts 

1 1 1 1 

geometrica:  decrefcentis  — -f — f — f 

(l 

fcc.afficiantnr  numeris  naturalibus  i.a» 
? » 4»  &c. , ponaturque  a aqualis  binario* 
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1 2 ? 4 

feries  erit  — f — f — f — &c.  , & fum- 

2 4 S 16 

tna  infinitorum  terminorum  hujus  feriei^ 
erit  fimiliter  2 . Quod  (1  verb  termini  illi 
afficiantur  numeris  figuratis  primi  ordi- 
nis 1 , 3 > 6 » 10  » 1 y &c.  * maneatque 
adhuc  0 a;qualis  binario  » feries  erit 

1 3 6 10 

_ f — t — &c. * eritque  4 fumma 

2 4 8 16 

infinitorum  terminorum  hujus  feriei  • 
Atque  ita  quoque  erit  8 fumma  fcriel 

1 4 10  20 

— -f1  --  f — f — &c. » qua;  oritur  » ii 

2 4 8 16 

termini  progreflionis  geometrica;  decre- 
fcentis  afficiantur  numeris  figuratis  fe- 
cundi ordia  is  1*4» 10 »20 &c.  Et  1 6 
1 f if 

fumma  feriei  — f — f — f — &c.»  quas 
2481 6 

habebitur  • afficiendo  terminos  ejufdem 
progreffionis  numeris  figuratis  tertii  or- 
dinis I»f»If»^f  &c. 

Prseterea  circa  numeros  illos  figuratos 
illud  etiam  hoc  loco  notatu  dignum  exi- 
ftimo  » quod  etfi  fumma  ipfornm , cujuf- 
cumque  fint  ordinis»  fit  infinita,  attamen 

ii  in- 
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fi  invertantur  , & fiant  denominatores 
fra&ionum  , quarum  unaquaque  unita- 
tem habeat  pro  fuo  numeratore  , iidem  fi- 
mul  colle&i  fummam  exhibeant  finitam. 
Eft  autem  hujus  rei  hoc  quidem  theore- 
ma generale  » quod  in  numeris  figuratis 
inverfis  fumma  omnium  terminorum, qui 
primum  excipiunt  , eam  unitatis  partem 
adaequet , quam  defignat  exponens  ordi- 
nis numerorum  , nempe  unitatem  ipfam 
in  numeris  figuratis  primi  ordinis,  fe- 
miflem  unitatis  in  numeris  figuratis  fe- 
cundi ordinis  , unitatis  trientem  in  nu- 
meris figuratis  ordinis  tertii  , atque  ita 
deinceps. 

Invertantur  itaque  primh  numeri  figu- 
rati primi  ordinis  1,3,6,10,1  f &c.  ,ita  ut 
i i iii 

fiat  feries  ^ — f — t "—f  — &c* 

1 1 6 10  iy 

Oportet  oftendere  fummam  amnium  ter- 
minorum hujus  feriei , excepto  primo  9 
unitatem  adiequare  .Fiat  feries  harmo- 
nica ex  numeris  naturalibus  inverfis 

11111  - , 
__  ^ f f — f — &c.  Et  Jam»  fi  aa 

1 a 3 4 f 

<a  eademmet  multata  primo  termino 
fubtrahatur » reGduum  erit  ipfe  terminus 

pri- 
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primus  * qui  unitatem  adaquat . Sed  fi 
fubtraaio  fiat  ea  iege  » ut  termini  unius 
erdiue  fubducantur  ex  terminis  alterius» 

1 i i i • 

jprodit  haec  alia  feries  . f — f - f — 

2 6 12  30 

Ac. » cujus  duplum  eft  feries » qua;  oritur 
ex  inverfione  numerorum  figuratorum 

xiz  x 

ordinis  primi  9 quum  fit » ■■fr-f— . f — 

1 1 6 10 

&c.  Itaque  fumma  hujus  feriei  aqualis 
erit  duplo  unitatis;  & propterea  9 dempto 
primo  termino  9 qui  fupereront  unitatem 
ipfam  adaequabunt. 

Invertantur  fecundb  numeri  figurati 
fecundi  ordinis  1949  ro,  30  &c.>  ita  ut  fe- 
1 x>  1 1 

ries  fiat  «•}•»—  f — &o»Oftenden- 

X 4 IO  30 

dum  eft  modb  9 terminos  omnes  hujus  (e« 
riei  9 excepto  primo  9 femiflem  unitatis 
adaquare « Fiat  feries  ex  inverfione  nu- 
merorum figuratorum  ordinis  primi 

XXXI 

r*  f — f — ■ f — &c.  Et  fiquidem  ab' 
x I 6 10 

illa  eademmet  multata  primo  termino 
fubtrahatur  9 refiduum  erit  ipfe  terminus 
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primus  i qui  unitatem  adsequat . Jam  ve« 
rb  fi  fubtra<Slio  ea  lege  inilituatur,  ut 
termini  unius  ordine  fubducantur  ex 
terminis  alterius  , nafcitur  hjec  alia  feries. 
.»  3 4 r 

•—  f — f— f — — &c.  , cujus  termini 
? 18  6o  ifo  i ii  i 

ad  terminos  feriei  -~f— f— f— .&c. 

i 4 IO  20 

rationem  habent  conflantem  > nimirum 
eandem»  quam  habet  a ad  3.  Itaque,  quia 
valor  illius  feriei  eft  unitas  , erit  valoa» 
alterius  huius  feriei  ad  unitatem  , ut  j 
ad  2;  proindeque» dempto  primo  termino*  •; 
qui  remanebunt » femiflem  unitatis  adae- 
quabunt. 

Invertantur  tertib  numeri  figurati 
tertii  ordinis  i,y,i  j-»}  f Scc.  ,ita  ut  feries 

— ' 1 11  1 ' 

conftituatur  — - f — f — f — Scc.  Dico» 

1 f if  3f 

omnes  terminos  huj'us  feriei,  excepto  pri— 
mo , trientem  unitatis  adaquare  . Fiat 
feries  ex  ioverfione  numerorum  figurata- 
I I I I i 
rum  fecudi  ordinis  — f — f — . f ~ Scc. 

. 1 4 10  20 

Et  fiquidem  ab  ea  eademmet  multata 
primo  termino  fubducatyr , id  quod  re- 

X pia- 
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mare  bit»  erit  ipfe  terminus  primus  , qui 
unitttem  ada?quat.Sed  fi  fubtra&io  ea 
lege  fiat,  ut  termini  unius  ordine  fubdu- 
cantur  ex  terminis  alterius  , producitur 

3 6 io  if 

luec  alia  feries  — - f — f — — f — &c.> 

4 40  200  700 

atque  hujus  termini  ad  terminos  feriei 
1 1 1 1 

•—  f — f • — f •—  fcc.  rationem  habent 
* f 

conflantem  , nimirum  eandem  illam  » 
quam  habet  3 ad  4 . Itaque , quia  valor 
illius  feriei  eft  unitas , erit  valor  alterius 
hujus  feriei  ad  unitatem , ut  3 ad  4 : $c 
proinde , dempto  primo  termino  , qui  fu- 
pererunt  , trientem  unitatis  ada;qua- 
bunt. 

Non  diffimiliter  veritatem  propofiti 
theorematis  oftendemus , invertendo  nu- 
meros figuratos  ordinum  fuperioru.  Sed  fi 
ipfi  numeri  naturales  inter  ordines  nu- 
merorum figuratorum  collocentur , ratio- 
ne fuperius  tradita : ita  nempe , ut  expo- 
nens ordinis  talium  numerorum  fit  zero, 
live  nihilum  • poterit  idem  theorema  iis 
•tiara  numeris  applicari  . Invertantur 
enim  numeri  naturales  t,  2,  3*  4» 
k confii  tuatur  ex  eorum  ia  verfione  feries 
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x i i i t 

harmonica  — f — f — f — i — &c. 

i * 3 4 f 

Dico  , omnes  terminos  hujus  feriei  , qui 

primum  excipiunt , limul  colle&os  eam 
unitatis  partem  adaequare,  quam  defignat 
zero,  live  nihilum  , hoc  eft  exponens  or- 
dinis numerorum  naturalium  : proinde- 
quefummam  omnium  illorum  termino- 
rum ede  quantitatem  infinitam  » quum 
dividendo  finitum  per  zero,  five  nihilum, 
infinitum  oriatur. 

Id  autem  , veluti  prorfus  memorabile, 
multipliciter  oftendemus  . Et  primb  qui- 
dem in  hunc  modum  . Fiat  feries  ex  in- 
verfione  numerorum  figuratorum  primi 

i i i x 

ordinis  — f — f — f ~ Scc.  Et  quonia. 

i ? 6 io 

omnes  termini , qui  primum  excipiunt» 
adaequant  unnicatem  , erit  tota  feries 
aequalis  binario  : proindeque  dimidium 
ejufdem  feriei  unitate  rurfus  adaquabit. 
Capiatur  autem  dimidium  illius  ferieijSc 

XIII 
jam  Qova  feries  orietur  *—  f *»—  f •**-' f — • 

X 6 IX  20 
&c. ) qu&  confiderari  poterit, veluti ge- 
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neratrix  ferici  harmonica 

* 3 ? 4 

&c.  Nam  quemadmodum  tota  illa  feries  * 
d?.t  primum  terminum  illius  j ita  ex  ea- 
de,  multata  primo  termino,  orietur  illius 
terminus  fecundus  i & ex  eadem,  multae 
ta  duobus  terminis,  orietur  illius  termi- 
nus tertius  ; atque  ita  deinceps. 

Ex  quo  patet  » quod  fi  ferie!  illius 

XIII 

*-  f — f ■ — f — &c.  quifque  terminus 
2 6 12  20 

capiatur  toties  , quotus  cft  locus  , quem 
ipfe  occupat  in  ferie  ; ipfa  feries  harmo- 
nica debeat  oriri . Id  autem  quum  fita 

1 a ? 4 

oritur  feries  — ^ •— . f _ f — &c.,quar, 

2 6 12  20 

reduAis  terminis  omnibus  ad  fimplicio» 
res  fuas  exprefliones  , mutatur  in  hanc 
i i i i 

illam  — f — f — * *f  — &c. , fcilicet  ia 
3 3 4 S 

Ipfam  feriem  harmonicam  « primo  termi- 
no multatam.  Itaque  feries  harmonica 
talis  ell , ut  4 fe  ipfa , multata  primo  ter-» 
mino,  non  differat:  proindeque  primus 
terminus , nempe  unitas , evanefcit  re- 

ftsi 


Digitized  by  Google 


E 1 1 w.  Lib.I.  Cap.  1 1 5 2 y 
jf]se&u  totius  feriei : quod  non  aliter  fieri 
polle  perfpicuum  eft  , nifi  fuxrima  infini- 
torum terminorum  feriei  harmonica;  fit 
infinita. 

tloc  idem  oftendemus  etiam  hac  alia 
ratione.  Conftituantur  feries  infinita:  geo- 
metrica:,qua:  incipientes  ^ numeris  impr- 
ribus  inverfis  » progrediantur  in  ratione 
dupla , quemadmodum  fadtum  hic  vides. 

i i i f * t 

— f — f — f — t ~ t — &c. 

i a 4 2 16  3* 

i t i i r i 

-f 

3 6 t2  24  48  96 

i 1 1 1 1 * 

— - f — t — t — t — ^ — Scc* 

• f IO  20  40  80  160 

I I I I I I 

— f »— t — f — f — f &C. 

7 14  28  f 6 I I 2 224 

Et  jam  quia  in  iftis  feriebus  reperluntur 
omnes  numeri  naturales  inverfi  » ea?dem 
iimul  fumpta*  adaquabunt  progreifio* 
nem  harmonicam.  Jam  verb  fumma:  om- 
nium illarum  ferierum  » per  oftenfa  in 
articulo  fecundo»  conftituunt  hanc  aliam 
X 3 fe- 


326  A B o E B R J» 

2 2 2 2 

feriero  — f — f — f — &c.  Itaque  hxc 
I ? S 7 

feries  aequalis  erit  feriei  harmonica?jadeo- 

I X X X 

que  femiffis  ipfius  — f — -f  — f — &c.* 

1 3 f 7 

quae  oritur  ex  inverfione  numerorum  im- 
parium , erit  femiffis  ejufdem  feriei  har- 
monicae 5 ac  proinde  aequalis  feriei 

1 X I 1 ' 

_ f — f — f — & c.  9 orta;  ex  numeris 

2 4 6 8 

paribus  inverfis.  Id  autem  non  aliter  fieri 
poteft>nifi  fumma  utrlufque  feriei  ftatua- 
tur  infinita  j quum  quifque  terminus  il- 
lius unumquemq;  iftius  terminum  exce- 
dat . Eft  igitur  infinita  , tam  feries  > quas 
oritur  ex  inverfione  numerorum  impa- 
lium  , quam  feries,  qua;  producitur  ex 
numeris  paribus  inverfis  $ multoque  ma- 
gis feries  harmonica,  qua;  illarum  utram- 
que comprehendit. 

Sed  aliam  adhuc  ejuldem  rei  demon* 
ftrationem  afferamus  : nimirum  id  omne 
eft  infinicum,ex  quo,abfciifa  unitate, rur- 
fus  alia , atque  alia  in  infinitum  abfcindi 
poteft.  Itaque  & principio  feriei  harmoni- 
ca; abfcindantur  termini  aliquot , quo- 
rum 


r 
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rum  fumma  adaquet  , vel  etiam  fuperet 
unitatem  j & ex  ferie  reliqua  rurfus  ab- 
fcindantur  termini  aliquot  , quorum 
fumma  unitatem  vel  adaquet  > vel  exce- 
dat . Ergo  fi  ha;c  terminorum  abfcifiio  in 
infinitum  poteft  continuari , jam  tota  fe- 
ries harmonica  erit  infinita  . Qyod  fi  ve- 
rb  fa&a  fiepius  ea  terminorum  abfciilio- 
ne  , negas  ulterius  eam  fieri  pofle  » quia 
forte  termini  reliqui  unitatem  non  exce- 
dant , repradentet  indefiniti  a numerum 
illum  > qui  dividit  unitatem  in  primo  re- 
liquorum terminorum. 

Jam  primi  illius  termini  capiatur  pars 
a j 1 

denominata  ab  ■ — y hujufque  iterum 

a 

pars  confimilis  y atque  ita  deinceps.Con- 
ftituetur  ergo  in  hunc  modum  progreffio 
geometrica  decrelcens  > cujus  quifque 
terminus  minor  erit  unoquoque  reliquo- 
rum feriei  harmonica;  • Quare  fumma  il- 
lius progreflionis  minor  erit  fumma  ter- 
minorum omnium  y qui  remanferunt  ia 
progreflione  harmonica  . Eft  autem  fum- 
ma infinitorum  terminorum  ejus  pro- 
greffionisyper  oftenfa  in  articulo  fecundo* 
aqualis  unitati.  Itaque  erit  unitate  major 
fumma  reliquorum  terminorS  progreffio- 
X 4 ni» 
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nis  harmonic»:proindeq;  adhuc  ex  iis  ab-^ 
fcindi  poterfit  termini  aliquot,qui  unita- 
tem vel  adaequent»  vel  proxime  excedant. 
Et  quoniam  eadem  eft  femper  demonftra- 
tio  de  reliquis  terminis  j confequens  eft, 
ut  feries  harmonica  talis  fit , ut  ex  ipfa 
abfcilfa  unitate  una  , rurfus  alia , atque 
alia  in  infinitum  abfcindi  poffit  , ac 
proinde,  ut  fumma  omnium  infinitorum 
ejus  terminorum  fit  quantitas  infini- 

ta  . .. ; ; : 

Denique, ut  aliud  ferierum  infinita- 
rum exemplum  hic  proferamus  , afluma^ 

i i i ii 

tur  feries  harmonica  — f— f — f~f  — 

S 2 3 4 S 

&c.*  ex  cujus  terminis  fubtrahantur  or- 
dine termini  ejufdem  feriei , duobus  pri- 
mis multat» . Relinquetur  itaque  haw 
z 2 2 2 a 

alia  feries  — J — f «— ■ f ~ f — 

3 8 if  34 

cujus  omnes  termini  fimulcolle&i  ada> 
quabunt  priores  duos  progreflionis  har- 
monica? • Unde  femiffis  illius  feriei 
1 1 1 1 * 

f f — - &c„qu»  oritur  et 

? 8 1 f 24  3S 

invejfione  quadratorum,  unitate  minuto- 
rum 
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rum  i invenietur— .Interim  fi  ex  hac  alia 

4 _ 

ferie  terminos  loco  pari  pofitos  excerpas» 

iii  i 
erit  fumma  feriei  reliquar— .f—  f — -f  — 
i ? if  6? 

&c.  arqualis  — j quum  fit  femifiis  illius 

4 

feriei,  qua;  oritur , fi  ex  terminis  feriei 
genitas  ex  inverfione  numerorum  impa- 
rium fubtrahantur  ordine  termini  ejuf- 
dem  feriei » primo  tantum  multatas.  Sed 
fi  porrb  ex  poftrema  illa  ferie  excerpas  ad- 
huc terminos  loco  pari  pofitos  , tunc  re- 

i i t 

linquetur  ha?c  alia  feries  — f~  f—  &c., 

5 99 

cujus  fumma  finita  , nullo  numero  ex- 
primibilis  , erit  vera  magnitudo  circuli» 
pofito  , quod  diametri  quadratum  femif^ 
fem  unnitatis  adsequet. 

Casterum  hujulmodi  artificium  inve- 
niendi fummas  finitas  ferierum  infinita- 
rum » per  fubdu&ionem  unius  feriei  & fe 
ipfa,nonnifi  cum  cautela  debet  adhiberi. 
Nam  » exempli  gratia,  fi  a ferie  harmoni- 

i i i i i 

ca  .f  — f — f — f — &c.  fubtra- 

x % J 4 5. 
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hatur  eademmet»  multata  pnmo  termino» 

1 i i t 

orietur  feries  f — ■ f *—  f •—  &c. 

2 6 13  ao 

«qualis  "unitati , fcilicet  priori  termino 
progrefllonis  harmonicas  * Sed  fi  a ferie 

__  j.  «1 1 -1.  f JL  Scc.fubtrahatur  eadem 
i 2 1 4 

feries » multata  fimiliter  primo  termino » 

1 i i i 

relinquetur  adhuc  — -f  — f — f — &c** 

2 6 12  20 

nec  tamen  dici  poteft,  fummam  illius  fe- 
riei  «qualem  efle  illius  primo  termino  » 
quum  prior  terminus  illius  non  fit  uni- 
tas » fed  binarium. 

Hujus  rei  ratio»  ut  clarius  intelligatur» 
notetur  velim»quod  quum  ab  aliqua  (crie 
eademmet, priori  termino  multata, fubtra- 
hitur  » fumma  feriei  reliqua  non  fit  qui- 
dem primus  terminus  » fed  primus  ulti- 
mo minutus  . Nam  quum  ex  primo 
fubtrahatur  fecundus,  ex  fecundo  tertius, 
atque  ita  deinceps  ; ultimus»  exhaufta 
'infinitate,  non  modb  a penultimo,  verum 
etiam  & fe  ipfo  fubducendus  erit»  ut  ex 
unoquoque  termino  unius  feriei  poffit 
quifque  alterius  fubtrahi  : proindeque 

quum 
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quum  fubtra&ione  ifta  termini  omne* 
intermedii  evanefcant , fnpererit  tantum 
primus  terminus  ultimo  minutus. 

Jam  quum  ultimus  feriei  terminus 
evanefcit  in  infinitUm»ut  contingit  in  fe- 
rie harmonica  » nihil  obftat»  quominds 
^icamus  id  » quod  relinquitur  » quotief- 
Cumque  ab  aliqua  ferie  eademmet  priori 
termino  militata  fubtrahitur  » priorem 
terminum  ad^quare^quandoquidem  prior 
terminus  per  ultimi  fubtra&ionem  non 
minuitur  . Sed  quum  ultimus  feriei  ter- 
minus non  evanefcit » tunc  ad  invenien- 
dam fummam  feriei  reliqua?»  neceiTe  eft, 
ut  ipfe  i primo  fubducatur  . Quocirca 

* 3 4 * 

quia  in  ferie  — f — - f — f — & c.  ulti- 

i 2 Z 4 

mus  terminus  unitatem  adarquat » quum 
fit  quotiens  » qui  oritur  dividendo  infi- 
nitum per  infinitum  » fumma  feriei  reli- 
qua: erit  prior  terminus  unitate  multa- 
tus, nimirum  illud  idem»  quod  per  ferieui 
harmonicam  invenitur. 


X i a i b * m 
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Potejiatm  formula  generalis! 


TN  explicanda  ferlerum  infinitarum 
do&rina » fummopere  & Recentioribu* 
exculta  , longe  quidem  morati  fumus  » 
quim  noftrum  erat  animus  , & fufcepti 
operis  ratio  exigere  videbatur  . Interim» 
Ut  hujns  do&rinse  ufum  aliquem  hic 
oftendamus  , pateatque  non  omnino  inua 
tilia  effis  » qua;  praetermitti  potuifle,  facile 
quifque  fibi  perfuadet  j afferemus  hoc  ca- 
pite formulam  quandam  generalem  9 qua 
mediante  vel  folius  fubflitutionis  ope 
pofiit  quxcumque  quantitas, duabus  par- 
tibus conflans  9 ad  datam  quamcumqus 
poteflatem  elevari» 

Ex  iis  namque  » qua*  fuperius  de  for-, 
matione  poteflatum  di&a  funt  , perfpi- 
cuum  eft.  non  und  eademque  regula  quan- 
ti ta tem»d u abus  con flantem  partibus, pofTe 
ad  poteflatem  omnem  attolli . Alia  fiqul- 
dem  obfervanda  eft  regula  , quum  elevari 
debet  ad  quadratum,  five  fecundam  pote- 
flatemjalia  quum  cubum, five  tertiam  po- 
teftatem  $ Sc  alia  • quum  ad  poteflatem 
«liam  fuperiorem  evehi  debet.Itaqjquura 

pro 
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pro  fingulis  diverfis  poteftatibus  totidem 
diverf*  regula?  requirantur  j erit  equi, 
dem  compendii  numquam  fatis  depraxli- 
candi , (1  qua;  poffit  formula  generalis 
excogitari , qua;  ad  omnem  quamcumquc 
poteftatem  fe  extendat . 

Sed  priufquam  formulam  illam  genera.’ 
lem  afferamus , indicandum  ell  breviter» 
qua  ratione  in  quantitatibus  (implicibus 
poteftates  generaliter  » ac  indefinite  pof- 
fint  defignari  . Id  itaque  fit  , ponen- 
do » velut  exponentes  poteftatum  » litte- 
ras alias  alphabeti . Quum  enim  litteras 
ifta;  nullum  valorem  habeant, poterunt  eas 
quemcumque  numerum  repradentarejat- 
que  ita  velut  exponentes  quarumcumqu© 
poteftatum  confiderari. 

Hac  ratione  poteftas  indefinita  quanti- 
tatis  fimplicis  a » qua;  fcilicet  omnem 
quamcumque  poteftatem  ipfius  a polfit 
repradentare  , erit  flm » & fimiliter  pote- 
fias  indefinita  quantitatis  fimplicis  C 
eritcm  .Unde  fi  ponatur  deinde  m sequa- 
lis  binario  » am  idem  erit » ac  a2  5 & c1”! 
idem  , ac  c 2 .Quod  fi  verb  ponatur» 
requalis  ternario  $ aridem  valebit,  ac  Gl) 
& cmidem  acc3. 

Et  quoniam  littera  u omnem  quem- 
cumque numerum ; five  pofitivum » five 
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2 12  2 

feriem  — f — f — f — &c.  Itaque  haec 
1 ? S 7 

feries  a*qualis  erit  feriei  harmonicaesadeo- 
x 1 1 x 

que  femiffis  ipfius  — f — -f  — f — &C.# 
* 3 f 7 

quae  oritur  ex  in  verfione  numerorum  im- 
parium , erit  femiffis  ejufdem  feriei  har- 
monicae i ac  proinde  aequalis  feriei 
1 x ’ i 1 ’ 

t f t — &c»  * ex  numeris 
2468 

paribus  inverfis.  Id  autem  non  aliter  fieri 
poteftinifi  fumma  utriufque  feriei  ftatua- 
tur  infinita  quum  quifque  terminus  il- 
lius unumquemqj  iftius  terminum  exce- 
dat . Eft  igitur  infinita  , tam  feries  , quae 
oritur  ex  inverfione  numerorum  impa- 
xium  , quam  feries,  quae  producitur  ex 
numeris  paribus  inverfis  ; multoque  ma- 
gis feries  harmonica,  quae  illarum  utram* 
que  comprehendit. 

Sed  aJiam  adhuc  ejufilem  rei  demon* 
Arationem  afferamus  : nimirum  id  omne 
eft  infinitum, ex  quo,abfciffa  unitate, rur- 
fus  alia , atque  alia  in  infinitum  abfcindi 
poteft.  Itaque  a principio  feriei  harmoni- 
ca; abfcindantur  termini  aliquot,  quo- 
rum 
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• rum  fumma  ada;quet » vei  etiam  fuperet 

unitatem  $ k ex  ferie  reliqua  rurfus  ab- 
fcindantur  termini  aliquot  , quorum 
fumma  unitatem  vel  adaquet  > vel  exce- 
dat . Ergo  fi  ha;c  terminorum  abfcifiio  in 
infinitum  poteft  continuari , jam  tota  fe- 
ries harmonica  erit  infinita  . Quod  fi  ve- 
rb  fa&a  fiepius  ea  terminorum  abfciifio- 
ne  , negas  ulterius  eam  fieri  po/Te  j quia 
forte  termini  reliqui  unitatem  non  exce- 
dant , repra?fentet  indefinitbfl  numerum 
illum  » qui  dividit  unitatem  in  primo  re- 
liquorum terminorum. 

Jam  prinii  illius  termini  capiatur  pars 
a f 1 

denominata  ab  ■ - , hujufque  iterum 

a 

pars  confimilis  , atque  ita  deinceps.Con- 
ftitueturergo  in  hunc  modum  progrelfio 
geometrica  decrelcens  > cujus  quifque 
terminus  minor  erit  unoquoque  reliquo- 
rum feriei  harmonica; . Quare  fumma  il- 
lius progreflioais  minor  erit  fumma  ter- 
minorum omnium  » qui  remanferunt  in 
progreflione  harmonica  . Eft  autem  fum- 
ma infinitorum  terminorum  ejus  pro- 
grefl!onis,per  ofienfa  in  articulo  fecundo» 
a;qualis  unitati.  Itaque  erit  unitate  major 
t fumma  reliquorum  terininoru  progreHio- 
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nis  harmonicanproindeq;  adhuc  ex  iis  ab^ 
fcindi  poterCt  termini  aliquot,qui  unita- 
tem vel  adaequent»  vel  proxime  excedant. 
Et  quopiam  eadem  eft  femper  demonftra- 
tio  de  reliquis  terminis  $ confequens  eft» 
ut  feries  harmonica  talis  l it » ut  ex  ipfa 
abfcifta  unitate  una  » rurfus  alia,  atque 
alia  in  infinitum  abfcindi  poffit  ; ac 
proinde,  ut  fumma  omnium  infinitorum 
ejus  t caminorum  fit  quantitas  infini- 
ta. 

Denique, ut  aliud  ferierum  infinita- 
rum exemplum  hic  proferamus  » affuma- 

i i i ii 

tur  feries  harmonica  • — ^ — -f — f — f 

* * ? 4 * 

&c. , ex  cujus  terminis  fubtrahantur  or- 
dine termini  ejufdem  feriei , duobus  pri- 
mis multatas . Relinquetur  itaque  h%c 

Z 2 2 2 2 

alia  feries  — f — -f  — f — f — &c.J 
? 3 if  34 

Cujus  omnes  termini  fimul  colle&i  adae- 
quabunt priores  duos  progrefllonis  har- 
monica? . Unde  femifiis  illius  feriet 
1 1 1 1 1 

*— f— «f  — f — f — &c„qua?  oritur  e* 

.3  8 iS  24 

inverfione  quadratorum»  unitate  minuto- 
rum 


/ 
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t 3 ' 

rum  * in  venietur  — .Interim  ii  ex  hac  alia 

. 4 . 

ferie  terminos  loco  pari  pofitos  excerpas» 

1 x 1 1 

erit  fumma  feriei  r eliqua;»— «f—  f «— f — ■ 
1 J if  S* 

&c.  aqualis  — $ quum  fit  femifiis  illius 

4 

feriei»  qua;  oritur)  fi  ex  terminis  feriei 
genit»  ex  inverfione  numerorum  impa- 
rium fubtrahantur  ordine  termini  ejuf- 
dem feriei » primo  tantum  multat».  Sed 
ii  porrb  ex  poftrema  illa  ferie  excerpas  ad- 
huc terminos  loco  pari  pofitos  > tunc  re» 

x 1 1 

linquetur  ha*c  alia  feries  — .f  — . &c.» 

I 3 3f  99 

cujus  fumma  finita  » nullo  numero  ex- 

primibilis  » erit  vera  magnitudo  circuli» 
polito ) quod  diametri  quadratum,  femif^ 
icrn  unnitatis  adaquet. 

Caeterum  hujulmodi  artificium  inve- 
niendi fummas  finitas  ferierum  infinita- 
rum , per  fubdudionem  unius  feriei  a fo 
ip['a,nonnifi  cum  cautela  debet  adhiberi. 
Nam ) exempli  gratia)  fi  a ferie  harmoni- 
1 x x x 1 

f ca~.f  — f — — f — &c.  fubtra- 

* * ? 4 S. 
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hatur  eademmet»  multata  primo  termino» 
i i i i 

orietur  feries  f — f — ■ f *—  &c* 

a 6 ii  20 

«qualis  unitati , fcilicet  priori  termino 
progreflionis  harmonica;  * Sed  fi  & ferie 
a 3 4 f 

_ .j.  __  | „ f _ fec.fubtrahatur  eadem 

i » 3 4 

feries  , multata  fimiliter  primo  termino » 

i i i i 

relinquetur  adhuc  — f — f — f — 5cc<* 
a 6 12  20 

nec  tamen  dici  poteft»  fummam  illius  fe- 
riei  arqualem  efle  illius  primo  termino  » 
quum  prior  terminus  illius  non  fit  uni- 
tas t fed  binarium. 

Hujus  rei  ratio»  ut  clarius  intelligatur» 
notetur  velim»quod  quum  ab  aliqua  lerie 
eademmet»priori  termino  multata»fubtra- 
hitur  , fumma  feriei  reliqua»  non  fit  qui- 
dem primus  terminus  > fed  primus  ulti- 
mo minutus  . Nam  quum  ex  primo 
fubtrahatur  fecundus»  ex  fecundo  tertius» 
atque  ita  deinceps  » ultimus  » exhaulla 
'infinitate»  non  modb  a penultimo»  verum 
etiam  i fe  ipfo  fubducendus  erit » ut  ex 
unoquoque  termino  unius  feriei  poffit 
quifque  alterius  fubtrahi  : proindeque 

quum 
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quum  fubtradlione  ifla  termini  omnes 
intermedii  eyanefcant  , fupererit  tantum 
primus  terminus  ultimo  minutus. 

Jam  quum  ultimus  feriei  terminus 
evanefcit  in  infinitum, ut  contingit  in  fe- 
rie  harmonica  » nihil  obftat»  quominds 
dicamus  id  » quod  relinquitur  > quotief- 
Cumqueab  aliqua  ferie  eademmet  priori 
termino  multata  fubtrahitur  , priorem 
terminum  adaquare^quandoquidem  prior 
terminus  per  ultimi  fubtra&ionem  non 
minuitur  . Sed  quum  ultimus  feriei  ter- 
minus non  evanefcit » tunc  ad  invenien- 
dam fummam  feriei  reliqua? , necefle  eft, 
ut  ipfe  d primo  fubducatur  . Quocirca 
* 3 4 r 

quia  in  ferie  — f — f-— &c.  ulti- 

I 2 l 4 

mus  terminus  unitatem  adarquat , quum 
fit  quotiens  * qui  oritur  dividendo  infi- 
nitum per  infinitum  ; fumma  feriei  reli- 
qua erit  prior  terminus  unitate  multa- 
tus, nimirum  illud  idem?  quod  per  feriem 
harmonicam  invenitur. 


/ 
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c a p;  xi  r: 

Potefiatum  formula  generali sl 

T N explicanda  ferierum  Infinitarum 
do&rina » fummopere  & Recentioribu* 
exculta  » longtb  quidem  morati  fumus  * 
quam  noftrum  erat  animus  » & fufcepti 
operis  ratio  exigere  videbatur  . Interim» 
ut  hujns  doftrina?  ufum  aliquem  hic 
oftendamus  , pateatque  non  omnino  inu* 
tilia  effe  » qua;  pmermitti  potuifTe,  facile 
quifque  libi  perfuadet  5 afferemus  hoc  ca- 
pite  formulam  quandam  generalem  » qua 
mediante  vel  folius  fubftitutionis  ope 
poflit  quacumque  quantitas, duabus  par- 
tibus conflans , ad  datam  quamcumque 
poteftatem  elevari* 

Ex  iis  namque  , qua*  fuperius  de  for- 
matione poteftatum  di&a  funt  , perfpi- 
cuum  efbnon  unS  eademque  regula  quan- 
ti tatem»duabus  conflantem  partibus,pofle 
ad  poteftatem  omnem  attolli . Alia  liqui- 
dem  obfervanda  eft  regula  , quum  elevari 
debet  ad  quadratum»  five  fecundam  pote- 
ftaeem;alia  quum  cubum, live  tertiam  po- 
teftatem i & alia  , quum  ad  poteftatem 
aliam  fuperiorem  evehi  debet.Itaq»quun> 
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pro  lingulis  diverfis  poteftatibus  totidem 
diverfa  regula;  requirantur  j erit  equi- 
dem  compendii  numquam  fatis  depraxli- 
candi , fi  quae  poffit  formula  generalis 
excogitari  » qua;  ad  omnem  quamcumqua 
poteftatem  fe  extendat . 

Sed  priufquam  formulam  iftam  genera- 
lem afferamus»  indicandum  eft  breviter» 
qua  ratione  in  quantitatibus  fimplicibus 
poteftates  generaliter  » ac  indefinite  pof- 
fint  defignari  . Id  itaque  fit  » ponen- 
do » velut  exponentes  poteftatum  » litte- 
ras alias  alphabeti . Quum  enim  littera» 
ifta;  nullum  vaiorem  habeant»poterunt  eae 
quemcumque  numerum  repraffentarejat- 
que  ita  velut  exponentes  quarumcumquo 
poteftatum  confiderari. 

Hac  ratione  poteftas  indefinita  quanti- 
tatis fimplicis  a » qua;  fcilicet  omnem 
quamcumque  poteftatem  ipfius  a pofilt 
reprasfentare  * erit  » & fimiliter  pote- 
ftas indefinita  quantitatis  fimplicis  e 
erit  cm  . Unde  fi  ponatur  deinde  m aqua- 
lis binario  » idem  erit » ac  a3  » & c”* 
idem  » ac  c 3 .Quod  fi  verb  ponatur  m 
aequalis  ternario  j am,  idem  valebit»  ac 
& cm  idem  ac 

Et  quoniam  littera  m omnem  quem- 
cumque numerum  j five  pofitivum » Cv® 
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negativum  ; five  integrum  * five  fracum 
poteft  exhibere  , perfpicuum  eft  am  efle 
poteftatem  adeb  generalem  * ac  indefini- 
tam ipfius  a » ut  poflit  non  modh  omnes 
poteftates  perfe&as  pofitivas, verum  etiam 
omnes  alias, fuperius  Z nobis  confideratas» 
reprxsetare.  Qua  ratione  quemadmodum 
fi  ponatur  m sequalis  binario  « erit 
idem  ac  quadratum  ipfius  ajita  fi  ponatuc 
Ut  femiflem  unitatis  exhibere  «defignabit 
radicem  quadratam  ipfius  a. 

Liquet  igitur  * quo  paiflo  in  quanti- 
tatibus fimplicibus  poteftates  generaliter» 
ac  indefinite  pofilnt  defignari  . Videa- 
mus itaque  modb  » qua  ratione  hoc  idem 
fieri  poifit  in  quantitatibus  compofitis  » 
hoc  eft  in  iis  » qu:e  duabus  partibus  con- 
fiant . Et  quoniam  poteftates  quantita- 
tum compofitarum  plures  terminos  in- 
yolvut, quorum  finguli  fuos  habent  coef- 
ficientes  $ duo  nobis  erunt  oftendenda  » 
nempe  primum»  qua  ratione  defignari  de- 
beant generaliter  ac  indefinite  termini 
cujufcumque  poteftatis  ex  radice  aliqua 
compofita;  alterum»  quo  pafto  defignandt 
fint  itidem  generaliter*  ac  indefinite  coef- 
fidentes  eorum  terminorum. 
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Terminorum  cujuf cumque  patefiatis 
generalis  expnjfio . 

TOta  difficultas  » quas  in  formatione 
poteftatum  occurrit , confidit  po- 
tiifimum  in  eo>ut  inveniantur  coefficien» 
tes  , quibus  afficiendi  funt  termini  pote» 
ftatum  , Nam  quantum  ad  ipfos  termi- 
nos , habentur  ii  nullo  negotio  t (i  con- 
ftitutis  duabus  progrelfionibus  geometri- 
cis , quarum  expenentes  fint  ipfie  partes 
quantitatis  » ad  poteftatem  elevandas  « fe 
quarum  una  ^ qu;efita  fui  exponentis  po- 
teftate  defcendat  ufque  ad  unitatem  » al- 
tera viciflim  ab  unitate  afcendat  ufq*  ad 
poteftatem  quasfitam  fui  exponentisjmul- 
tiplicentur  termini  unius  progreflionis 
per  terminos  alterius. 

Ut  fi  velim » exempli  gratia  » invenire 
terminos  cubi  ex  quantitate  compofita 
a f b > conftituo  duas  progrefiiones  geo- 
metricas j quarum  una  * Habens  pro  fuo 
exponente  partem  a •>  defcendat  a cubo 
jpfiusn  ufque  ad  unitatem*  altera*habens 
pro  exponente  partem  b » afcendat  vicif- 

firn  ab  unitate  ufque  ad  cubum  ipfius  k% 

Nam 
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Nam  quum  illarum  progreiiionum  una 
fita31a39a9  i ; altera  i 9b9b39b3-. 
multiplicatis  ordine  terminis  unius  pro- 
greflionis  per  terminos  alterius  , fient 
termini  cubi  quajfiti  a3  , a3b  , ab3  > b3. 

Similiter  fi  inveniendi  fint  termini 
quadrato-cubi  *>  five  quinta;  poteftatis 
iex  quantitate  compofita  a f b , forment 
tur  dua;  progrefliones  geometrica;  $ qua- 
rum una  habeat  pro  fuo  exponente  par- 
tem a,oC  i quadrato-cubo  ipfius  a defcen- 
dat  ufque  ad  unitatem  , altera  habeat  pro 
fuo  exponente  partem  b > $c  viciflim  ab 
unitate  afcendat  ufque  ad  quadrato-cu- 
bum  ipfius  b . Quum  enim  illarum  pro- 
grefllonum  una  fit  ai  > a4  , a3  ,a3  , a,  i; 
altera  » i 9b9  b3  , b3  >b4  , bi  : multipli- 
catis terminis  unius  progreffionis  ordine 
per  terminos  alterius  , fient  termini  qua- 
drato-cubi quajfiti  'ai  %a4bta3b 3 » a3bh 
ab4  , bi. 

Eadem  ratione  fi  oporteat  invenire 
terminos-feptimse  poteftatis  ex  quantitate 
compfita  a f b , conftituenda;  funt  duae 
progrefliones  geometrica; , quarum  una» 
habens  pro  fuo  exponente  partem  a , de- 
fcendat  ik  feptima  poteftate  ipfius  a ufque 
ad  unitatem;  altera,  habens  pro  fuo  expo- 
nente partem  ^afcendat  vicillim  ab  uni- 

tat« 
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fate  ufque  ad  feptimam  poteftatem  iofias 

Etenim,  quum  ipfarum  progrelfionurn 
una  fit  a?  , a6  , or , u*  , a3 , a3  , a , i $ 
altera  i , b , b3  , , £4 , ,£<>  t £7  : 

multiplicatis  ordine  terminis  unius  pro- 
greflionis  per  terminos  alterius  , fient  ter- 
mini quaefita*  poteftatis  a?  , a6b , , 0y£a  # 

a*b3  ,a3b*  , a3bf  ,ab6,  b?. 

Jam  ex  hac  methodo  determinandi  ter- 
minos cujulcumque  poteftatis  ex  radice, 
duabus  partibus  conftante  , colligere  li- 
cet primo,in  unaquaque  poteftate  termi- 
norum numerum  defignari  ab  exponen- 
te ipfius  poteftatis  , unitate  audio  . Nam 
habentur  termini  cujufque  poteftatis , 
conftituendo  duas  progrefliones  geometri- 
cas , quarum  una  i quaefita  poteftate 
Unius  partis  defcendat  per  omnes  potefta- 
tes  inferiores  ufque  ad  unitatem  y altera 
vicifllm  ab  unitate  afcendac  per  eafdem 
poteftates  inferiores  alterius  partis  ufque 
ad  poteftatem  qu*fitam,  & multiplicando 
terminos  unius  progreflionis  ordine  per 
terminos  alterius*  Itaque  , quia  numerus 
terminorum  in  utraque  progreffione  de- 
lignatur  ab  exponente  poteftatis  , unitate 
au^oj  defignabit  idem  exponens,  unitate 
audlus  * numerum  terminorum  quaefitas 
poteftatis, 

y €oi- 


... 
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Colligere  licet  fecundb  » in  termini» 
extremis  cujufque  poteftatis  ex  radice  , 
duabus  partibus  conflante  , contineri 
tantum  poteftates  ipfarum  partium  ejuf- 
dem  ordinis  cum  illa  , de  qua  agitur  j in 
terminis  autem  intermediis  contineri  po- 
teftates omnes  inferiores  earundem  par- 
tium» per  fe  mutub  inverfo  ordine  mul- 
tiplicatas . Nam  progreflionum  geome- 
tricarum • qua:  conftitui  debent , una  a 
quaefita  unius  partis  poteftate  defeendic 
ufque  ad  unitatem  $ altera  viciflim  ab 
unitate  afcendit  ufque  ad  poteftatem 
quaefitam  alterius  partis  . Quocirca  ia 
terminis  extremis  reperientur  fol*  pote- 
ftates partium  ejufdem  ordinis  cum  illa* 
de  qua  agitur » in  terminis  autem  inter- 
mediis reperientuf  earundem  partium 
poteftates  omnes  inferiores  » inverfo  ordi- 
ne per  fe  mutub  multiplicata;. 

Colligere  licet  tertib  , terminos  cujuf- 
cumq;  poteftatis  ex  radice  aliqua»  duabus 
partibus  conflante,  progreffionem  geome- 
tricam conflituere.Notum  efl  enim, quod  fi 
termini  unius  pmgrellionis  geometricae 
multiplicentur  per  terminos  alterius  pro- 
greliionis  geometrica; , produdla  progref. 
lionem  aliam  fimiliter  geometricam  con- 
ftituant  .Itaque,  quia  ad  inveniendos  ter- 
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minos  cujufcumque  poteftacis  ex  radice, 
cujus  du*  fune  partes,  multiplicandi  fun* 

^«miUnn,S,  P?grelfionis  g*>metric* 
Lrm  -n°S  alter,US  * con^quens  eft  , ut 

Snnar^S 

aliam  pariter  g-ometricam  componant. 

Sed  ex  eadem  methodo  colligere  quoque 

^ rati°ne  termini  cujufcumque 
poteftatis  ex  radice  , cii/u*  dux  funt  par. 
tes  , polline  generaliter, ac  indefiniti  defi- 
gnari.  Oporteat  itaque  invenire  terminos 
poteftatis  ex  quantitate  compofita  a + b , 
cujus  exponens  generaliter , ac  indefinite 
iit  numerus  w.Conftituantur  dua?proaref. 
liones  geometriae,  quarum  una  ab  ea  po. 
teltate  partis  <z , quam  defignat  numerus 
JMefcendat  per  poteftates  omnes  inferio* 
res  ufque  ad  unitatem j altera  viciflim  ab 
unitate  afeendat  per  poteftates  omnes  in- 
feriores alterius  partis  h ufq*  ad  ea  ipfiuj 
poteftatem  ,'quam  oftenditidem  numerus 
m.  Itaque  harum  progrefllonum  una  erit 
am  , am  — am—^-  — 


. - >am  — 3 , am — 4 
&c.  , a tera  i £4  1&c>  Unde 

multiplicatis  ordine  terminis  unius  pro- 
greffionis  per  terminos  alterius,  fient  ter- 
mini quaffitl 

— 3 b3  , «m-,  4 £4  &c. 

Et  quamquam  termini  ifti  videantur 
X A efte 
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effe  numero  infiniti  * attamen  qaumex- 
ponens  generalis  m determinatur , fit  eo- 
rum  multitudo  finita  ; quandoquidem 
pervenitur  tandem  ad  aliquem  terminu» 
in  quo  exponens  poteftatis  , ad  quam 
afcendit  pars  prior  radicis  a,  eft  zero,  five 
nihilum»  poft  quem  non  ulterius  progre- 
diendi » quia  poteftas  illa  tantunde  valet» 
ac  unitas . Ita  fi  ponamus  t exponentem 
generalem  ta  binarium  reprsefentare  » 
prior  terrminus  erit  a 3 » fecundus  fl£,ter- 
tius  autem  b3  ; nam  am  — 3 , quum  idem 
iit » ac  o°  » non  differt  ab  unitate : proin- 
deque  termini  quajfiti  erunt  a*  %ab  » b 3, 
Similiter  fi  ponatur  m aequalis  ternario» 
prior  terminus  erit  ai » fecundus ter- 
tius ab3,  quartus  autem  bi  ; quandoqui-J 
dem  — ?»veluti  a° » idem  erit,  ac  uni- 
tas : Sc  propterea  quajfiti  termini  erunt 
0?,a3b  , ab3  , b3 . 

Cafterum  , quod  quantitas  elevata  ad 
■poteftatem , cujus  exponens  fit  zero»  five 
nihilum, tantundem  valeat,  ac  unitas;  id 
equidem  colligitur  ex  iis  , qua?  diximus 
capite  fexto,quum  generalem  poteftatum 
ideam  exhibuimus.  Demonftravimus  ete- 
nim , quod  fi  ipfa  unitas  inter  poteftates 
reponatur  , utpote  qua;  cum  ipfispotefta- 
tibus  adhuc  progrefiionem  geometricam 
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conftituit»  exponens  ejus  debeat  efle  zero» 
five  nihilum.  Ex  quo  fequitur  viclffiin* 
UC  cujufcumque  quantitatis  poteftas  illa* 
qua:  habet  zero  » live  nihilum  pro  fuo  ex* 
ponente  , ab  unitate  differre  non  debeat* 
ac  proinde»  ut  tantundem  valeat » ac  ipfa 
unitas. 

11. 

Coejfici entium  eorundem  terminorum 
generalis  exprejjio. 

Vidimus  1 quo  pado  termini  cujuf- 
cumque poteftacis  ex  radies  aliqua 
cujus  dua:  fune  partes»poffint  generaliter» 
ac  indefinite  defignari  * videamus  modb» 
qua  ratione  coefficientes  eorundem  ter- 
minorum eadem  generalitate  exprimi 
polline . Hunc  in  finem  exhibendi  fune 
prius  in  tabula  aliqua  ordine  coefficientes 
iftl » prout  ad  terminos  cujufcumque  po- 
teftacis referuntur  • ut  fciiicct  cognofci 
poflit » num  aliqua  iis  iniit  proprietas  ge- 
neralis » qua  mediante  generaliter  etiam 
exprimi  queant* 

Itaque  in  columnis  lateralibus  fequen- 
tis  tabula;  collocentur  ordine  coefficien- 
tes terminorum  cujufque  pOteftatis:  ni-, 
mirum  in  prima  coefficientes  termino* 

X 1 v 
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rum  poteftatis  prini»  i , i > in  fecunda 
coefficientes  terminorum  poteftatis  fe- 
cunda i * 1 » I 5 in  tertia  coefficientes 
terminorum  poteftatis  terti»  i » 3 » 3»  1 j 
atque  ita  deinceps . Et  quoniam  in  pri- 
ma columnarum  verticalium  erit  coeffi- 
ciens  primi  termini  cujufque  poteftatis» 
in  fecunda  coefficiens  termini  fecundi,  in 
tertia  coefficiens  termini  tertii , atque  ita 
in  infinitum;  liquet  tabula;  hujus  talem 
efle  conftitutionem  , ut  numeri , in  una* 
eademque  columna  laterali  exiftentes,de- 
fjgnent  ordine  coefficientes  terminorum 
illius  poteftatis  » quam  oftendit  locus 
ejufdem  column»;numeri  verb,exiftentes 
in  una, eademque  columna  verticali,defi- 
gnent  ordine- coefficientes,  qui  in  potefta* 
tibus  omnibus  ad  eum  terminum  referun- 
tur, quem  ejufdem  cohimn»  locus  repr»- 
fentat.  Unde  ei>  res  redit,  ut  inquiranius* 
an  termini  cujufque  column»  verticalis 
poffint  generaliter  » ac  indefinite  defigna* 
ri. 

•'-i  * • • : - : $!<;?•  ■/ 


Digitized  by  Google 


Erem*  Llb.I. Cap.ia.  54? 

TABULA 

Coejficierttiura , qui  referuntur  ad  termi - 
nos  [\ tujuf cumque  poteflat i s . 
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Jam  ia  tabula  ifkft  termini  priori#  co- 
lumna? verticalis  conftituunt  feriem  uni- 
tatum * termini  fecunda?  conftituunt  fe- 
riem numerorum  naturalium  * termini 
verb  aliarum  columnarum  tales  funt»uc 
quilibet  ex  iis  in  unaquaque  columna 
oquetur  fumm»  omnium  fuperiorum 
procedentis  columna;  verticalis  . Unde 
* * Y 4 quemad 
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quemadmodum  ope  hujus  proprietatis 
tabula  ipfa  nullo  negotio  poteft  in  infini- 
tum  continuari  ; ita  exinde  colligi  poteft, 
quod  ad  inveniendum  optatum  quem- 
cumque  terminum  in  quacumque  alia- 
rum columnarum  verticalium, fatis  fit  ia  , 
unum  addere  omnes  terminos  fupeiiores* 
qui  funt  in  procedenti  columna  vertica- 
li. 

Sed  exinde  colligi  quoque  poteft  , nu2 
meros  , qui  funt  in  aliis  columnis  verti- 
calibus ejufdem  tabula:  * efle  numeros  fi- 
guratos , quos  fuperiori  capite  confide- 
ravimus  . In  iis  namque  columnis  nu- 
merus  quifque  oritur  ex  colle&ione  nu- 
merorum fuperiorum  prax:edentiscolum- 
ns  verticalis  . Itaque, quia  in  fecunda  co- 
lumna eft  feries  numerorum  naturalium»  y 
qui  ex  continua  unitatum  colle&ione 
oriuntur;  erit  in  tertia  feries  numerorum 
figuratorum  primi  ordinis , in  quarta  fe^ 
ries  numerorum  figuratorum  fecundi  or- 
dinis , in  quinta  feries  numerorum  figu- 
ratorum ordinis  tertii , atque  ita  dcia- 
ceps. 

Praeterea, G loca  vacua  cujufque  colum* 
nae  verticalis  cyphxis  repleantur,  hanc 
aliam  In  tabula  illa  licebit  cernere  pro- 
prietatem » quod  prima  , Sc  fecunda  co- 
lumna- 
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iumnarum  verticalium  nullam  habeant 
cyphram  ab  initio  , fed  unam  tertia, duas 
quarta  « tres  quinta  , atque  ita  deinceps. 
Quje  fane  proprietas  exinde  dependet  » 
quod  numerus  terminorum  cujufque  po- 
teratis ab  exponente  unitate  aucto  defi- 
gnetur  . Quocirca,  fi  in  iis  columnis  fu« 
mantur  termini  zque  multi  , quprum 
multitudinem  defignet  littera  m multi- 
tudo terminorum  lignificativorum  erit  m 
tam  in  prima,  qu^m  in  fecunda  columna» 
fed  r/i~i  in  tertia  , m — 2 in  quarta, 
tn  — 3 in  quinta  , atque  ita  in  infinitum. 

Atque  hinc  modb  facile  erit,  terminum 
quemcumque  cujufque  columna?  vertica- 
lis generaliter  , ac  indefinite  defignare. 
Nam  quantum  ad  primam  columnam , 
quia  in  ea  habetur  feries  unitatum»  qui? 
nullam  habent  cyphram  ab  initio  , defi«j 
gnabit  ipfa  unitas  terminum  quemcum- 
que illius  columna  . Quantum  verb  ad 
fecundam , quia  in  ea  exiftic  feries  nume-. 
iorum  naturalium  , qui  fimiliter  nullam 
cyphram  ab  initio  habent , fi  proponatu* 
inveniendus  terminus, qui  occupet  locum 
defignatum  & littera  «,  defignabit  eadem 
littera  m terminum  , quem  oportet  inve- 
nire. 

Quantum  autem  ad  alias  columnas  i 

at» 

* • 
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neq;  etiam  difficile  e.it  in  iis,  terminuni 
quemcumque  generaliter»  ac  indefinite 
defignare . Nam,  quum  in  columnis  illis 
habeantur  ordine  feries  numerorum  figu- 
ratorum, fatis  erit  in  unum  colligere  tot 
eorum  numerorum, ex  quorum  colle&io- 
ne  ii  generari  intelliguntur  , quotus  eft 
locus, quem  in  columna  occupat  termi- 
nus inveniendus , exclufis  cyphris  ini- 
tialibus. 

Hac  ratione  , quia  in  tertia  columna 
exiftunt  numeri  figurati  primi  ordinis, 
qui  unam  cyphram  ab  initio  habent , fi 
in  ea  oporteat  invenire  terminum, qui  oc- 
cupet locum, defignatum  a littera  w,  fatis 
erit  in  unum  addere  tot  numeros  natu- 
rales > quot  defignat  m r , hoc  eft  lo- 
cus,quem  occupat  terminus  inveniendus, 
exclufa  cyphra  initiali. 

Similiter,  quia  in  quarta  columna  ha- 
bentur numeri  figurati  fecundi  ordinis, 
quibus  duae  prajfixae  funt  cyphra; , fi  ia 
ea  proponatur  inveniendus  terminus » 
cujus  locum  defignec  littera  m , fatis  eric 
in  unum  collige.e  tot  numeros  figuratos 
primi  ordinis  , quot  defignat  m—  2,  hoc 
eft  locus  t quem  occupat  inveniendus  ter- 
minus , exclufis  duabus  cyphris  initiali* 
bus. 

Ea* 
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Eadem  ratione,  quia  in  quinta  columna 
teperiuntur  numeri  figurati  ordinis  tertii, 
qui  tres  cyphras  ab  initio  habent  , li  in  ea 
terminum  oporteat  invenire, cujus  locum 
referat  littera  m , addendi  eruut  in  unam 
fummam  tot  numeri  figulati  facundi  or- 
dinis , quot  defignat  m ^,hoc  eft  locus, 
quem  occupat  inveniendus  terminus,  ex- 
clufis  tribus  cypiiris  initialibus. 

Atque  hac  ratione  oftendetur  etiam, 
colligendos  efle  in  unum  tot  numeros  fi- 
guratos ordinis  tertii  , quot  defignat 
m — 4 , ut  inveniatur  in  fexta  columna 
terminus  , qui  locum  occupet  , defigna- 
tum  i littera  m ; Sc  ede  in  unum  adden- 
dos tot  numeros  figuratos  ordinis  quarti, 
quot  defignat  m — j-  ad  inveniendum 
in  quinta  columna  terminum  » cujus  lo- 
cum oftendat  eadem  littera  m j ficque  ia 
infinitum  progredi  licebit . 

Jam  regula  generalis  ad  inveniendam 
fummam  quotcumque  numerorum  figu- 
ratorum ha?c  fu perius  prodiit:  fiant  dua: 
progreffiones  arithmetica? , amba;  afcen-, 
dentes  per  unitatis  incrementum  » una 
quidem  a multitudine  numerorum,  in 
unam  fummam  colligendorum  , altera 
ab  unitate  , & utraque  tot  terminorum  , 
quot  defignat  exponens  ordinis  numero- 
r rum 
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rum, duabus  unitatibus  audusj  multipli* 
centur  deinde  inter  fe  mutub»  tam  termi- 
ni prioris  progreffionis  * quAm  termini 
alterius*  & divifo  produdo  ex  primis  per 
produdum  ex  fecundis, erit  quotiens  nu- 
merorum fumma  quasfita. 

Et  quoniam  numerorum  naturalium 
ea  eft  proprietas*  ut  (i  multitudo  eorum» 
quos  oportet  in  unam  fummam  collige- 
re * multiplicetur  per  fe  ipfam  , unita*; 
te  audam  * produdi  femiflis  fit  fumma 
quarfita  , perfpicuum  eft  , regulam  illam 
locum  fibi  etiam  vindicare  in  numeris 
naturalibus : fcilicet  fi  ipfi  numeri  natu- 
rales ea  ratione  inter  numeros  figuratos 
referantur  * ut  exponens  ordinis  ipforum 
fit  zero  * five  nihilum. 

Itaque  , quia  ad  inveniendum  termi- 
num * qui  in  tertia  columna  verticali  lo- 
cum occupet, defignatum  i littera  Wjcolli^ 
gendi  funt  in  unum  tot  numeri  natura- 
les, quot  defignat  i j progrefiionuny 
conftituendarum  una  erit  m — . r * m ^ al- 
tera i » a : proindeque  terminus  quieficu» 
ra  . m — i 

•ritui»  i i i , ponendo xurfus*qubd pun- 

1.2 

da  » quantitatibus  interjeda,  multiplica* 
tionem  earum  quantitatum  defigaent. 

Si* 
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Similiter , quia  ad  inveniendum  ter-» 
minum  * qui  in  quarta  columna  verticali 
occupet  locum  defignatum  ab  eadem  lit- 
tera fiiy  colligere  oportet  in  unum  tot  nu- 
meros figuratos  primi  ordinis, quot  often- 
dit  m-—2-,ex  progreffionibus  conftituen- 
dis  una  erit  m — i , m i , m j altera 
!)i,  j : & propterea  terminus  * quem 
m,  m-—  i . m — z 

oportet  invenire^rit  — —-■■■■  ■■■  — • 

1.2»  ? 

Eadem  ratione  * quia  ad  inveniendum 
in  quinta  columna  verticali  terminum  t 
cujus  locum  oftendat  littera  m , addendi 
funtin  unam  fumm£  tot  numeri  figurati 
fecundi  ordinis  • quot  defignat  m ■—  3 i 
progrellionum  conftituendarum  una  erit 
— % , Tn •—  2 , m — i ytn  j altera 
4 : proindeque  terminus  quwfitus  erit 
m.m  — i . m •—  2. ra  — 3 

I — ■ I ■■■  I ■ • 

z • * • ? • 4 

Non  diflimiliter  oftendetur,  terminum» 
qui  in  unaquaque  columna  verticali  lo- 
cum occupet  defignatum  ii  littera  m 1 e fle 
w.w— »i.w  — a.w— 5»w  — 4 

■■■■—■ — i ia 

x*  a • j • 4 * f 
ferta  columna  verticali  $ efiv  verb 

in 
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ia  feptima  » aeque  ita  deinceps  . Unde 
modb  facile  erit»coefficientes  terminorum  * 
cujufque  poteftatis  generaliter»  ac  indefi- 
site  defignare . 

Quum  enim  in  prima  columnarum 
verticalium  fit  coefficiens  primi  termini 
Cujufque  poteftatis,  in  fecunda  coefficiens 
termini  fecundi , in  tertia  coefficiens  ter- 
mini tertii»  atque  ita  deinceps jill#  eardem 
quantitates»  qua:  numeros  earum  colum- 
narum generaliter»  ac  indefinite  defignat» 
defignabunt  etiam  in  unaquaque  pocella-) 
te  generaliter » ac  indefinite  coefficientes 
fnorum  terminorum . Qua  ratione  unitas 
erit  coefficies  generalis  termini  primij  m% 
m wmlwtti** 

ycl etiam—  coefficiens  generalis  ter«, 

I ra.m—i  - 

mini  fecundi » ■ .... ■ , coefficiens  ge- 
1.  2 m.m  ~ i.w—  x 

neralis  termini  tertii $ 4 

1.2.3  , 
coefficiens  generalis  termini  quarti » at- 
que ita  in  infinitum.  •-  . 

Quemadmodum  autem  multitudo  ter- 
minorum cujufque  poteftatis  evadit  fini-; 

Ut 


Digltized  by  GoogTe 


I 


T 


Elkm.  Lib.I.  Cap.x  2.  m 
ta,  ubi  exponens  generalis  rn  determina- 
tur j ita  quoque  determinato  eodem  ex- 
ponente,multitudo  eorum  coefficientium 
tanta  prodit , quotus  eft  numerus  termi- 
norum illius  poteftatis,ad  quam  expo<* 
nens  ille  refertur  . Ita  fi  ponamus  expo- 
nentem generalem  rn  binarium  repra;- 
fentare,  non  plures  , quam  tres  coefficien- 
tes  habebuntur,  quorum  primus  erit  uni- 
tas , fecundus  binarius,  & tertius  iterum 
unitas . Pariterque  fi  rn  ternarium  reprie- 
fentet , quatuor  tantum  coefficientes  in- 
venientur , quorum  primus  erit  unitas, 
fecundus  ternarius, tertius  ternarius  item» 
& quartus  itidem  unitas. 

Hujus  rei  ratio  exipde  eft  repetenda. 


quod  omnis  quantitas  , qua;  per  zero  , fi-  S 

ve  nihilum  multiplicatur  , evanefcat , & 
fiat  etiam  «qualis  zero  , live  nihilo  . Hac 

enim  ratione  , quum  exponens  generalis  V 

tu  ponitur  «qualis  binario,  omnes  illi 

coefficientes  , in  quibus  reperitur  rn  — x V 


evanefcerc  debent  j quia  fciiicet  in  eorum  * 
conftitutione  zero  » five  nihilum  per 
viam  multiplicationis  ing-editur  • Et  fi- 
militer  quum  ponitur  rn  a:qualis  terna- 
rio , evanefcere  debent  coefficientes  illi 
omnes , in  quibus  occurrit  rn  — 3 j quia 
nempe  quantitates , coefficientes  illos  de- 

gnan- 


J 

■i 
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fignantes  , per  zero  , five  nihilum  multi- 
plicatae reperiuntur  . Unde  facile  oftendi 
poteft « quod  determinato  exponente  ge- 
nerali tn  , multitudo  coefficientium  tan- 
ta prodeat » quotus  eft  numerus  termino- 
rum illius  poteftatis  «ad  quam  exponens 
ille  refertur. 


III. 


Getteralis  foteftatum  formula  ex  Bibetur* 


EXpreffis  generaliter  » ac  indefiniti 
tum  terminis  cujufcumque  potefta- 
tis ex  radice  aliqua  , cujus  du%  funt  par* 
tes , cum  coefficientibus,  qui  ad  terminos 
illos  referuntur ; haud  difficile  modb  erit» 
lpfam  poteftatu  formula  generalem  exhi- 
bere . Afficiantur  etenim  ordine  Unguli 
termini  propriis  fuis  coefficientibus;&  fi* 
quidem  illi  iis  fignis  inter  fe  mutub  con- 
jungantur» qua;  multiplicationis  exigu&C 
regula* » jam  quajfita  formula  orietur. 

Sint  igitur  a,Sc  B partes  radicis, ad  ean> 
poteftatem  elevanda; , cujus  exponens  ge« 
neraliter,  ac  indefinite  fit  m.  Erit  itaquo 
ex  fuperius  oftenfis  a™  primus  terminusr 
poteftatis,  am  »—*  A terminus  fecundus» 
0™  — y a terminus  tertius  , am  —3  A* 
terjpinus  quartus  » atque  ita  deinceps. 
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Et  quoniam  -coefficiens  primi  termini 

- m 

eft  unitas ,&•—  coefficies  fecudi  termini» 

tn.  ra  — 1 1 

< ■■■  ■ ■■■»  coefRciens  termini  tertii  > 

* * i 

m — ■ r . «i  — x 

, — coefficiens  termini 

X ’•  i • ^ 

quarti » atque  ita  in  infinitum  $ erit  con- 
gruendas formulas  generalis  <*m  pars  prima 
gfi  rn.rn-—i 

■j  /im — at,  pars  fecunda»— » 
1 1 • 2 

m . r»  — 1 . w «—a 

pars  tertia»  m.  ■ » — ■■■■'  ■m..»  o-m  —s  b? 

1 • 2 . 9 . - . 

pars  qnarta»  atque  ita  deinceps. 

Qua?  verb  fint  ligna, quibus  juxta  regu- 
las multiplicationis  partes  ill<e  funt  ii- 
anui  conjungendae  » facile  quidem  erit 
definire  > fi  recordemur  » poteftates  pares 
quantitatum  effe  femper  pofitivas » five 
radices  ipfaj  fint  poiitivae , five  negativa** 
poteftates  verb  impares  efleejufdem  gene- 
neris  cum  ipfis  radicibus  , nimirum  po- 
liti vas, quum  radices  funt  pofitiva?»  & ne- 
gativas, quum  viciffim  radices  funt  nega- 
Z tivae. 

.n.  *. 
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tivje  .Hinc  erim  fequitur  , quod  fi  radix 
fuerit  a t b , partes  omnes  fint  fimul  con- 
jungenda; figno  f j quod  fi  verb  fuerit 

a b,  mutanda  fint  figna  iis  tantum 

partibus  , in  quibus  quantitatis  negativa: 
*—b  poteftates  impares  occurrunt,  cujus- 
modi  funt  ili<e  , qute  locis  paribus  politae 
reperiuntur. 

Itaque  fi  radicis  af  b quaeratur  ea 
poteftas  « quaui  defignat  generaliter, 
ac  indefinite  exponens  m , erit  illa 
m rn.rnmmmi 

* b f ■ ■■  ■ <*m  — 3 b* 

l l • * 

.m—2 

f-  i ■■■  i . a 3 b 3 fcc.Et  quoniam 
1,2,  5 

exponens  generalis  m poteft  omnem 
quemcumque  numerum  repradentaxe  i 
perfpicuum  eft  , poteftatem  illam  omnes 
etiam  poteftates  continere  , atque  adeo» 
formulam  efle  generalem  omnium  pote- 
ftatum,  ad  quas  radix  a f b poteft  attolli. 
Determinabitur  autem  generalis  illa  po- 
teftas,!] utique  exponens  ipfe  generalis 
ra  determinetur , Qpa  ratione  fi  quadratur 
quadratum  , five  fecunda  poteftas  radicis 
^t^,quia  exponens  generalis  m fit  a, 

mutabitur  poteftas  fila  geowalis  in  hanc 

pliam 
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aliam  a 3 f iab  ^ b 3.  Et  fimiliter  fi  quar- 
ratur  cubus » five  tertia  patefias  ejufdem 
radicis  a f b * quia  generalis  exponens  m 
fit  3 i eadem  illa  generalis  poteftas  verte- 
tur in  hanc  aliam  a3  f %azb  f jab3  f 

Quod  fi  radicis  a — b quaeratur 
ea  poteftas  5 quam  defignat  generali- 
ter » ac  indefinite  exponens  m , erit  illa 
ra  m.rny—i 


(lm *_  <jm  — - 

X 
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am—*}b3  occ.  Atque 


hic  quoque  , quia  exponens  generalis  m 
poteft  omnem  quemcumque  numerum 
exhibere  , palam  eft  » poteftatem  iftam 
omnem  quamcumque  poteftatem  repra:- 
fentare,  atque  adeo  formulam  efle  genera- 
lem omnium  poteftatum  * ad  quas  radix 
fl— b poteft  elevari.  Sed  determinatur  ha;c 
eadem  generalis  poteftas  > determinando 
quoque  generalem  illum  exponentem  ra. 
Qua  ratione  fi  quteratur  quadratum»five 
fecunda  poteftas  radicis  u—  b , quia  ex- 
ponens generalis  ra  fit  a , evadet  genera- 
lis illa  poteftas  a 3 — . zab  fb3.  pariterque 
fi  quaeratur  cubus  , five  tertia  poteftas 
' - ^ 2 z ejuf- 


} 
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ejufdcm  radicis  a •—  £,  quia  generalis  ex- 
ponens m fit  3 , eadem  illa  poteflas  gene- 
ralis evadet  a*  *—  3 a3b  f 3 ab 3 — £3. 

Jam  ope  harum  formularum  non  mo- 
do ad  quamcumque  poteftatem  attolli  po- 
teft  radix  , qua?  duabus  partibus  conflet, 
verum  etiam  quaecumque  plures  , quam 
duas, partes  comprehendat*  fcilicet  fi  om- 
nes partes  priores , velut  una,confideren- 
tur  . Oporteat , exempli  gratia  * ad  qua- 
dratum attollere  radicem  tribus  partibus 
conflantem  c <f  d f b • Confiderentur  par- 
tes duae  priores  c f d velut  una  , ita  ut 
radix  duabus  tantum  partibus  conflare 
cenfeatur.  Lt  quoniam  prima  formula  ge- 
neralis , quum  quadratum  quaeritur,  mu- 
tatur in  hanc  aliam  a3  f 2 ab  f b3  j fatis 
erit  in  ifta  ponere  c f d ubi  reperitur  <h  SC 
quadratum  ex  C f d , ubi  ipfiusrt  quadra- 
tum occurrit . Unde  fa&is  hifce  fubflitu- 
tionibus  , erit  c3  f 2 cd  j-d3  f 2 cb  f 2 db 

b3  quadratum  ex  radice  tribus  parti- 
bus conflante  c f b. 

Oporteat  fimiliter  , ad  cubum  elevare 
radicem  c — - d — b , qua;  tribus  partibus 
conflat . Confiderentur  adhuc  partes  duae 
priores  c d velut  una,  ita  ut  radix  non 
plures , quam  duas  partes  cenfeatur  habe- 
re, Et  quooiapi  fecuda  formula  generalis, 

qupm 


-a 
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quu  cubus  quasritur, vertitur  in  hanc  alia 
03  __  ja3 b f iab%  — bl i fatis  erit  in  ift* 
ponere  c ►—  d , ubi  reperitur  a j quadra- 
tum ex  c — d , ubi  reperitur  quadratum 
ipfius  ai  ac  denique  cubum  ex  c d, 
ubi  ejufdem  a cubus  occurrit . Quocirca 
fadlis  omnibus  hifce  fubftitutionibus.erib 
c 3 — jc3df  icd3  — d3  — ]C*b  f 6cdb — 
ldabficb3  — \dba  — <bi  cubus  ex  radice 
C — _ d — b , qux  tribus  partibus  conflat. 

Sed  quemadmodum  poteftates  ex  ra- 
dicibus , cujus  duar  funt  partes,  fieri  non. 
poflunt » nifi  prius  fciatur  , qua  ratione 
fiant  poteftates  ex  radicibus  limplicibusj 
fic  perfcicuum  eft,  poteilates  ex  radicibus 
compofitis , qua;  plures  , quim  duas, par- 
tes continent,  fieri  nequaquam  pofle,  nifi 
prius  qua  ratione  fiant  ex  radicibus,  qua: 
continent  partes  una  pauciores, probe  in- 
telligatur  . Sic,  ut  formetur  quadratum 
ex  radice  tribus  partibus  Coftante  cfdf  by 
necefle  eft  prius  , ut  fciatur , qua  ratione 
formetur  quadratum  ex  radice  cfrf, cujus 
duce  funt  partes.Et  fimiliter  , ut  formetur 
cubus  ex  radice  c — d — b , qua;  tribus 
quoque  partibus  conftat,  fcire  prius  opor- 
tet , qua  ratione  fiat , tam  quadratum  i 
quam  cubus  ex  radice  c — d , qua;  duas 

, tantum  continet  partes. 

z 1 

1 

1 

1 

I 
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IV. 

Vfus  confiru&a  formula  in  conficien- 
dis feriebus  infinitis  oficnditur. 

ETfi  nomen  poteftatis  eas  vulgb  defi- 
gnet  quantitates , qua;  orinntur  ex 
reiterata  alicujus  per  fe  ipfam  multipli- 
catione , qua;que  exponentes  habent  nu- 
meros integros  pofitivos  : idem  tamen  no- 
men ad  alias  quantitates  defignandas  pof. 
fe  applicari,  qua;  oriantur, vei  a divifione, 
vel  ab  extra&ione  radicum  , jam  fuperius 
innuimus  j quum  ilhe  etiam  quantitates 
fuos  habeant  exponentes  , vel  integros 
quidem  , fed  negativos , vel  fraCtos  tum 
pofitivos,cum  negativos.  Atque  hac  ra- 
tione duplicem  poteftatum  divifionem 
attulimus*.  unam  nempe  in  poteftates  ne- 
gativas , & pofitivas  j alteram  in  potefla-, 
tes  perferas  , & imperfectas. 

Jam  tametfi  formula, fuperius  exhibita^ 
pro  iis  tantum  poteftatibus  conftrufta  vi- 
deatur, qux  dici  merentur  perfeCtar  pofi- 
tivse  , quia  ipforum exponentes  funt  nu- 
meri integri  poGtivi  j nihil  tamen  vetat, 
quominus  eadem  formula  aliis  etiam  po- 
tefta.ibus  applicetur . Nam  quemadmo- 
L » dum 
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E f,  E *f.  Lib.I.  Cap.r  t.  5 f 9 
'dum  expreflb  ifta  am  omnes  quafcUmque 
poteftates  ipfius  a,  five  perfeflas»  (i ve  im*< 
perferas  , five  pofitivas , live  negativas 
poteft  repraffentareiquia  fcilicet  exponens 
generalis  m omnem  quemcumque  nume- 
rum t five  integrum  , five  fracum  > five 
^jofitivum»  five  negativum  potis  eft  exhi- 
bere ■,  ita  quoque  propter  eundem  expo- 
nentem generalem  ra  formula  illa  genera- 
lis omnes  quafcumque  potefiites  eX  radi- 
ce , cujus  dua;  funt  partes  , poteric  exhi- 
bere. 

Id  ut  plenius  confiet  y ofieridamus  pri- 
mum , qua  ratione  formula»  illius  benefi- 
cio elevetur  radix  aliqua*  cujus  duas  fune 
partes  ad  poteftatem  * quae  exponentem 
habeat  numerum  integrum  negati- 
vum . Itaque  oporteat  t radicem  a f fi 
attollere  ad  poteftatem  * cujus  expo- 
nens fit— .1.  Et  quoniam  formula  ge- 
neralis poteftatum  ex  radice  a f b eft 
m «M»— t 

'flm  j»  •—  flm  — **  fi  f*  ■■  a»U  — **  f 

t ■ t • a 

m.n, — t.»»— 1 

^ - --  ain— 3^3  <Sec.yl*atIs  erit  ta 

t * i * % 

liaC  formula  ldcd  exponentis  generalis  w* 
fubftituere  exponentem  illum  fpeciaietn 
2 4 


i 


* l 


P 


I 


* 

> 
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i . Quod  quidem  fi  fiat , mutabitu* 

formula  illa  generalis  ia  hanc  aliam 

_ i — 2 — 32  — 4 ? 

a —a  bfa  b — a b kc. 
Unde  poteftas  ex  a f b , cujus  exponens 

- I — « 2 - ? 2 

fit  — i»  erit  a — » b\a  b — 

-4  ? 

a b kc. 

Ad  hoc  autem  oftendendum  > confide- 
rare  prius  oportet»  quod  quantitas  a f y 
elevata  ad  poteftatem  , cujus  exponens  fit 
— i,  juxta  ea»  quas  fuperius  oftenfa  funt^ 

i 

tantundem  valeat » ac  — — : Ex  quo  fit* 

a f b 

ut  idem  fit  quantitatem  a f b ad  eam  po* 
teftatem  attollere  » quam  unitatem  pe^ 
quantitatem  illam  dividere  t Quocirca  » 
quum  ex  hac  divifione  oriatur  feries  infi- 
i b b*  b* 

nita  — — f — — — Scc. » id  tanrum 
a a 3 <z3  fl4 

erit  oftendendum  » quod  feries  illaintep- 
i—l  >—*  2 1-4  ^ 2 *-4  ? 

minata  a — a bfa  b — -a  b 

&c.  ab  hac  alia  non  differat . Quod  qui- 

-»■ 

dem  perfpicuum  eft:  quandoquidem  a 

.(  __ „ " idem 


5 ^ 

H 


Eum.  Lib.I.  Gap.ii.'  3?* 

I _ 2 b 

idem  valet,  ac  — j a b idem  , ac  — 5’ 
„5  j a b*  a* 

0 b idem  i ac—- ;atque  ita  deinceps,' 

...  • <J3 

Oporteat  fimiliter , quantitatem  0 f b 
attollere  ad  poteftatem  , cujus  exponens 
fit— ■ 2 . Subftituatur  in  formula  illa  ge- 
nerali loco  exponentis  indeterminati  »» 
exponens  ifle  determinatus  — • 2 . Et  quo-' 
niam  hac  fa&a  fubftitutione , genera- 
lis illa  formula  vertitur  in  hanc  aliam 

— 2 — < 3 — < 4 * •— f?  n 

( 1 —20  b f b — 4«  b &c.,' 

erit  feries  ifta  interminata  poteftas  qua;fi- 
ta  ipfius  tJ  f b . Neque  id  dubitationem 
admittit : nam  quantitas  a f b elevata  ad 
poteftatem,  cuius  exponens  fit  — 2,  tan- 
tundem  valet , ac  unitas  divifa  per  qua- 
dratum ipfius  a f b : Et  profe&b  ex  hac 
divifione  non  alia  oritur  feries  , quum 
I ib  %b*  4 b* 

M , ^ _ — 1 &c.,  qua  ab  illa  non 

a3  a4 

differt. 

Atque  hinc  modb  liquet, medi  ante  for- 
mula illa- generali  nullo  negotio  confici 
pofte  feries  infinitas  , quae  k divifione 
oriuntur . Nam  fi  oporteat , «templi  gra- 
tia, 
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tia  » in  feriem  infinitam  convertere  fri« 
; b 

Aionem  ; quia  fra&io  ifta  oritur* 

, a f c t * 

multiplicando  b per  — .>atq;  — — tan«» 

a f c ofc 

tandem  vaiet»ac  quStitass  f c,elevata  ad 
poteftate>cujus  expones  fit  *—  I > fatis  erit 
quantitatem  a f c » qua*  eft  denominator 
propofitie  fra&ionis  ad  poteftatem  iftam 
attollere  , onmefque  terminos  ipfius  per 
numeratorem  b multiplicare  .Quocirca 
quia  ea  patefias  quantitatis  a f C » quam 

—i  ■ —a 

defignat  exponens  — . i*  eft  a ~(t  c 

* -41-14  , . 

fa  c —*a  c f a c &c. » hoc  eft 


C 

c * 

C 3 

c+ 

f - 

— 

+ — Sc  c.  * erit 

0> 

03 

a 4 

ai 

bc 

bc* 

bc  3 

bc * 

m omu 

X f 

— 5CC.  feries  infi- 

ac 

C3 

a < 

a* 

nita,in  qua  fra&io  propofita  convertitur.’ 
Oftendamus  nunc#qua  ratione  ejufdem 
formula;  beneficio  elevetur  quantitas  ali- 
qua# cujus  duae  fune  partes*ad  poteftatem» 
qua;  exponentem  habeat  numerum  fra- 
&um»five  pofitivum  , five  negativum. 

Hunc 
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Hunc  in  finem  oporteat»quantitatem 
b 3 attollere  ad  poteftatem  > cujus  expo- 
nens fic  femiflis  unitatis . Et  quoniam 
quantitas  propofita  non  eft  a f b » led 
a*  ^ b*  t duplicentur  primb  in  formula 
illa  gfenerali  omnes  exponentes  , ita  ut 
*adix  ejus  Gt  f b2  . Qaja  ergo  du- 
plicatis omnibus  exponentibus»  generalis 
illa  formula  mutatur  in  hanc  aliam 
m i».w — 1 

(|Jm  * b*  f ■■■'■—  -aam— 

I I • * 

— / m — a 

ij.  ■ — . n,  ■■  &c.  1 fubftitu*- 

1.2.3 

tur  in  ifta  loco  exponentis  generalis 
m femiflis  unitatis  : quumque  hac 
fa&a  fubftitutione  prodeat  h«c  alia 

I— 1»  I -}  4 1 -i  ^ 

a1  f — . a b • — > a b f — > a b 

a 8 16 

&c. .»  erit  feries  ifta  interminata  poteftas 
tx  a^^b*  » cujus  exponens  fit  lemiffis 
unitatis. 

' - Neque  id  difficile  erit  oftendere»fi  con- 
fideremus quantitatem  a3  'f'  b 3 elevatam 
ad  poteftatem»  cujus  exponens  fit  femiflis 
unitatis*  per  ea»  qua;  fuperius  oftenfa 
funt,noa  differre  a radj^e  quadrata  ipfius 
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aa  f b*  . Mine  enim  fit , ut  idem  omninS» 
fit,quantitatem  a2  fb3  ad  poteftatem  illS 
attollere, quam  ex  a3fb*  quadratam  radi* 
cem  extrahere  . Quocirca  quia  extrahent 
do  radicem  iftam  , oritur  feries  infinita 
b 2 b<  i bS 

* t — f &c.  , Id  tantum 

2 a 3 a3  i6as 

erit  oftendedum,  quod  feries  illa  internu- 

i-.r2  i_34x  S, 

nataa^f— a b a b f~.a  b 

2 8 > 16 

&c.  ab  hac  alia  non  differat . Quod  qui- 
dem perfpicuom  erit , fi  terminorum  po- 
teftates  negativa?  in  eorundem  denomina* 
toribns,  velut  pofitiva?,  reponantur. 

Similiter  fi  oporteat  quantitatem  a 3 f' 
b3  ad  poteftatem  attollere,  cujus  expo- 
nens fit  triens  unitatis  , triplico  primum 
in  formula  illa  generali  exponentes  om« 
nes,  ita  ut  radix  ejus  fit  a3  f b3.  Et  quo-' 
niS  triplicatis  omnibus  exponetibus  , ge- 
neralis illa  formuk  vertitur  in  h3c  aliam 
m m.ra — %i 

<l3m  j.  — a3m  — 3 b3  f - fl3m— 6bf 

I I . z 

rn.rru — .i.rn~~-z 

f — a3x*  _ «,  b j>  kCt  9 fu^, 

i . 2 . J • 
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ftituatur  in  ifla  loco  exponentis  ge- 
neralis m triens  unitatis  ; quumque 
fafta  ifta  fubftitutione  oriatur  hajc  alia 
i -2  3 i f -8  9 1 

a If  — a b ——a  b f- — a b . 

3 9 81  * . 

&c.  , erit  feries  ifta  interminata  poteftas 
quasfita  ex  a3  f b3  . Quod  rurfus  dubita- 
tionem non  admittit . Nam  per  fuperius 
oftenfa  idem  eft  quantitatem  a 3 f b3  ad 
poteftatem  attollere  , cujus  exponens  fifr 
triens  unitatis  , ac  ex  illa  radicem  cubi^ 
cam  extrahere  i Sc  profe&b  extrahendo 
radicem  cubicam  ex  a 3 f b*  oritur  ferie* 
b3  b « S&9 

infinita  a f — — — — — f ■-  - — &c.  , quas 
l a%  yas  Sifl® 

ab  illa  non  differt. 

Uude  liquet  beneficio  ejufdem  formu- 
las generalis  feries  illas  infinitas,  quas  ab 
extraflione  radicum  fuam  trahunt  origi- 
nem i nullo  quoque  negotio  fieri  polfe  jf 
quum  idem  fit  ex  quantitate  aliqua  radi- 
cem cujufcumque  ordinis  extrahere.,  ac 
eandem  illam  quantitatem  ad  poteftatem 
aliquam  imperfe&am  pofitivam  attollere, 
Casterum  nolim  miremini  > quod  in  pro- 
feredis  exemplis  circa  elevationem  quan- 
titatum ad  pqteftates  ijpperfe&us  pofiti- 
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Vas*  afTninpta  fuerit  quantitas  a*  f 
quum  exponens  poteftatis  erat  feiuiffi» 
unitatis  5 &/J3  f b3  * quum  idem  expo- 
nens  unitatis  trientem  adaquabat  . Id 
enim  unice. faftum  * ne  poteftatum  ter« 
jnini  quantitates radicales  invoIverenc*& 
ut  pateret  veritas  rei*  conferendo  potefta* 
tes  earum  quantitatum  cum  feriebus  in* 
finitis  * qtia»  extrahendo  radices  ex  iifdem 
quantitatibus  fuperius  inventa:  funt. 
Nam  de  reliquo  poterat  etiam  ad  potefta* 
tes  illas  attolli  ipfa  quantitas  a f b * ad 
quam  poteftatum  formula  generalis  pro- 
prie refertur. 

Sed  addamus  unum  * aut  alterum 
exemplum  circa  elevationem  quantitati! 
ad  poteftates  imperfe&as  negati  vas.Opor- 
teat  itaque  quantitatem  a 3 f b3  attollere 


ad  poteftatem  * cujus  exponens  fit  — — * 

z 

Duplicentur  rurfus  exponentes  omnes 
formula:  generalis,  &r  in  ea  loco  exponen- 
tis generalis  wfubftituatur  expones  qua:- 
fitar  poteftatis.  Quia  ergo  formula  illa  hac 
fa&a  fubftitutione  mutatur  in  hanc  aliam 
— r 1 -<  3 2 3 _ f 4 if  _ 7 $ 
9 — - — a b f—a  b — a b 

• 9 ' 8 " . 48 

&c. 
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&c,  i erit  feries  ifta  interminata  poteftasj 
ad  quam  oportet  elevare  quantitatem 
a3  f b3 . Atque  hujus  veritas  patebit » ii 
extra&a  ex  a3  f b3  quadrata  radice» pec 
feriein  inde  emergetem  uuitas  dividatur* 
Nam  per  ea  « qua;  fuperius  oftenfa  funtf 
quantitas  a3  f b * elevata  ad  potefta- 

' I i 

tem » cujus  exponens  fit  — non  differt 

2 ■■ 

& quotiente,  qui  oritur  dividendo  unita- 
tatem  per  radicem  quadratam  ipfius 
03  ^ £3*'  ■■  : * '? 

Oporteat  etiam  » quantitatem  d3  f 
attollere  ad  poteftatem  * qua:  exponentem 
1 

habeat  *—  ««--.Quoniam  quantitas  data 
l 

non  eft  d f £ * fed  a?  f £ 3 » triplicentur 
exponentes  omnes  formula;  generalis » 
tum  iu  ea  loco  exponentis  generalis  1» 
fubftituatur  exponens  qmefita:  potefta- 
tis  5 k quia  haq  fatta  fubftitutione  for- 
mula illa  generalis  vertitur  in  hanc  aliam 
-1  1—45  2—76  14  H-1,0  9 

a *■— — a b f — a b •—  — a b 

? 9 J 

&c.>erit  feries  ifta  interminata  potefta«»ad 

quam  elevanda  eft  quantitas  a}  f b*. Quod 

rur- 


/• 
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xnrfas  patebit, fi  extrafta  ex  a*\b 3 radice 
«ubica,  per  feriem  inde  emergentem  uni- 
tas dividatur*quandoquidem  ex  Cupcrius 
Dfteofis , quantitas  a 3 f b 3 elevata  ad  p o; 

i 

teftatem»  cujus  exponens  fit^— «— -taa- 

3 

f antundem  valet, ac  quotiens,  qui  oritur, 
dividendo  unitatem  per  radicem  cubi; 
cajn  ipfius  03  f bi 

• * j 
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De  numeris  Jiguratis  generum 
omnium , & de  eorundem  fum - 
mis  indefinitis . 


Ilum  de  feriebusinfi- 
nitis  differuimus  » 
exhibuimus  quidem 
generalem  numero- 
rum figuratorum  i- 
deam  > fed  deinde  eo- 
rum tantummodo 
fummas  determina- 
vimus , qui  ex  continui  numerorum  na- 
turalium,aliorumque-inde  ortorum  colle- 
&ione  prodeuntes » numeri  figurati  pri- 
mi generis  i nobis  fuerint  infigniti . Id 
autem  non  aliunde  faflrim1,  quam  quia 
pro  conftituenda  poteftatum  formula  ge- 
nerali , quorfum  mens  noftra  tendebat* 
dumtaxat  numerorum  figuratorum  pri- 
mi generis  fumma:  requirebantur  : quem 
ia  fidem  fupemcaneum  exiftimavimus, 
* A,  a alio- 
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aliorum  numerorum  figuratorum  fum- 
definire  , utpote  qua:  a noftro  fcopo 
omnino  erant  aliena: . Sed  quod  ibi  prx- 
termiflum  a nobis  fuit,  vifum  eft  Appen- 
dicis inftar  hoc  loco  fubneftere  , ut  fcili- 
cet  Tyrones  noftros  nihil  lateat  eorum» 
qua?  ad  plenam  horum  numerorum  co- 
gnitionem , alioqui  jucundiflimam  , per- 
tinere videntur. 

Itaque  diximus  citato  loco,  numeros 
figuratos  vocari  non  modb  eos , qui  o- 
riuntur  ex  coliedione  continua  aliorum, 
sequali  intervallo  ab  unitate  progredien- 
tium, verum  etiam , qui  ex  inde  ortorum 
numerorum  continua  additione  generan- 
tur. Sed  ibidem  explicuimus  quoque, qua 
ratione  numeri  ifti  figurati  in  varia  gene- 
ra diftingui  poilint , nimirum  pro  diver- 
fitate  intervalli , quo  nunseri  genitores» 
hoc  eft  ab  initio  affumpti  progrediuntur: 
adeo  ut  dici  debeant  generis  primi , quo- 
rum genitores  intervallo  unitatis  pro- 
grediuntur y dici  debeant  generis  fecun- 
di , qui  genitores  habent  intervallo  bi- 
narii progredientes  j atque  ita  deinceps. 
Quin  etiam  innuimus  eodem  loco,cujuf- 
cumque  generis  numeros  figuratos  in  va- 
rios ordines  diftingui  polle  ,pro  diversa 
ratione  , qua  ex  fuis  genitoribus  oriri  in- 
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telliguntur  j vocando  nempe  in  unoquo- 
que genere  numeros  figuratos  ordinis  pri- 
mi» qui  oriuntur  ex  coJle&ione  continua 
numerorum  genitorum  j numeros  figura- 
tos ordinis  fecundi»qui  ex  additione  con- 
tinua numerorum  figuratorum  primi  or- 
dinis generantur  » atque  ita  continub. 

Jam,  qua  ratione  in  primo  genere  defi- 
niantur fummre  numerorum  figurato- 
rum cujufcumque  ordinis  , fatis  fuper- 
que  ibidem  olfenfum  fuit:  nimirum  fa- 
ciendo duas  progrefllones  arithmeticas, 
ambas  afcendentes  per  unitatis  incremen- 
tum » unam  quidem  H multitudine  ter- 
minorum in  unam  fummam  colligendo- 
rum , alteram  ab  unitate  , & utramqus. 
tot  terminorum  , quot  defignat  exponens 
ordinis  numerorum , duabus  unitatibus 
au&usjnam  multiplicando  deinde  per  fe 
mutubtam  terminos  prioris  progreilionis» 
quam  terminos  alterius  , & dividendo 
produ&um  ex  primis  per  produftum  ex 
fecundis  , dabit  quotiens  ex  hac  divifione 
ortus  fummam  qua?fitam  . Atque  hunc 
canonem  locum  etiam  habere  diximus 
pro  determinanda  fumma  numerorum 
genitorum  , ex  quibus  numeri  figurati 
primi  generis  derivantur  , fi  fcilicet  in- 
ter ordines  numerorum  figuratorum  fub- 
Aa  z inde 
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inde  reponantur  , ut  exponens  ordinis 

jpforum  fit  /ero  , five  nihilum. 

Oftendendum  nobis  modb  efi  , qua  ra- 
tione determinari  poflint  in  aliis  generi- 
bus fumma?  numerorum  figuratorum  cu- 
jufque  ordinis : id  quod  fa&u  facile  erit 
ex  cognitis  fummis  numerorum  figura- 
torum generis  primi  . Etfi  enim  numeri 
figurati  aliorum  generum* fuos  quoque 
habeant  genitores,  attamen  quemadmcdu 
genitores  ifti  certo  quodam  modo  deri- 
vantur ex  genitoribus  numerorum  figu- 
ratorum primi  generis  , ita  & ipfi  nume- 
ri figurati  aliorum  generum  poflunt  ra- 
tione non  diilimili  erui  ex  numeris  figu- 
• ratis  generis  piimi  : quod  equidem  quum 
fit,  methodus  nobis  fuboritur  valde  fa- 
cilis, ac  expedita  pro  determinandis  fum- 
mis ipforum.Id  itaque  oftendemus  primb 
in  numeris  illis , quos  vocamus  genitores 
numerorum  figuratorum, quiqj  a Veteri- 
bus numeri  polygoni,  five  multanguli 
dicebantur  ; tum  deinde  in  ipfis  numeris 
figuratis  , lingulos  cujufque  generis  ordi- 
nes conftituentibus,  ejufdem  methodi  pe- 
rieulum  faciemus. 
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De  genitoribus  numerorum  figuratorum 
cujvjcumque  generis  in  unam  furnmam 
colligendis * 

• » ■?!  _ . 

GEalitores  numerorum  figuratorum 

, vocamus  numeros  illos  , qui  squa- 
li'intervallo  ab  unitate  progrediuntur » Zc 
ex  quorum  collectione  continua  ipii  na- 
mefi  figurati  intelliguntur  oriri . Q.uem- 
admodum  autem  genitores  figuratorumi 
primi  generis  funt  numeri  naturales  r,2> 
3 , x,  f , 6 , 7 » &c. * hoc  eft  numeri  ab 
unitate  per  Unitatis  intervallum  progre- 
dientes j ita  genitores  figuratorum  fe- 
cundi generis  funt  numeri  i , 3 » f » 7< 
9 , 1 1 1 1 3 » &c.  y qui  progrediantur  ab 
unitate  per  intervallum  binarii  j genito- 
res figuratorum  tertii  generis  funt  nume- 
ri 1 , 4 t 7 » 1 o » 1 ? * 1 6 » 1 9 » &e.  > qui 
progrediuntur  ab  unitate  per  interval- 
lum ternarii  j atque  ita  deinceps. 

Hujufmodi  numeri  genitores  fiaric  ta- 
bent proprietatem  : -nimirum  , quod  li 
. genitoribus  primi  generis  prsfigatur  zei 
ro»  feu  cyphra  , iique  ordine  adjungantur 
genitoribus  cujufcumqj  generis  j numeri, 
A a 3 qu» 
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qui  inde  oriuntur  , fint  genitores  generis 
fequentis.  Hac  ratione  fi  numeri  0,1,2,;, 
4»  j-,6i&c0qui  funt  genitores  primi  gene- 
ris cyphram  habentes  in  principio, addan- 
tur ordine  ipfis  numeris  genitoribus  pri- 
mi generis  i » 2 » 3, 4,*»  6 , 7,  &c.,  o- 
rientur  numeri  1, 3, f, 7, 9,1111 3* 
&c. , qui  funt  genitores  generis  fecundi. 
Pariterque  fi  numeri  o,  1 , 2 , 3 , 4 , f,  6, 
&c.  addantur  ordine  genitoribus  fecundi 
generis  1,3,5:,  7,9,11,13,  5cc., ha- 
bebuntur numeri  1,4,7,10,13,16, 

1 9,  kc.t  qui  funt  genitores  generis  tertii. 
Atque  ita  quoque  fi  iidem  numeri  0,1,  2, 

3 , 4 , f » 6 , &c.  ordine  adjugantur  geni- 
toribus tertii  generis  1,4,7,10,13, 
16  ,.19  , &c. , producentur  numeri  r , y, 
9, 13, 17, 21, 2y,  &c. , qui  fune  ge- 
nitores generis  quarti. 

Hac  mediante  proprietate  , facile  erit, 
ex  genitoribus  primi  generis, cuj'ufcumqi 
alterius  generis  genitores  derivare  . Si  e» 
him  genitoribus  primi  generis  cyphra,feu 
iero  pradigatur,  iique  toties  accepti,  quot 
unitates  continet  exponens  generis  deri- 
vandorum genitorum  , una  dernptd  , ad- 
dantur ordine  ipfis  primi  generis  genito-  • 
ribus  , habebunturgenitores  generis  quar- 
fiti . Ita  , ii  querantur  genitores  generis 

quar- 
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quarti , capiatur  ter  unufquifque  nume- 
rorum o,  r»  2 , 3,4»  5- , 6 , &c. , qui  Tunc 
genitores  priini  generis, cyphram  habentes 
ab  initio  , ita  ut  evadante,'  3 , 6 » 9,  1 2» 
iy  1 18»  Scc.  deinde  addantur  ordine 
genitoribus  primi  generis  1 , 2 , 5 , 4 , f, 
6,7  0&c. , eruntque  numeri  prodeuntes 
1 » y , 9 , 15,  1 7 > 2 1 > 2 y , (Scc.  genito- 
res generis  quarti . Similiter,  fi  defideren- 
tur  genitores  generis  feptimi  , fumatur 
fexies  quilibet  eorundem  numerorum  o, 

1 , 2 , 3 , 4 , y , 6,  &c.,  ut  fiant  o,  6»  ia, 
18,24,  50»  36,  Scc.,  tum  addantur 
ordine  genitoribus  primi  generis  1 , 2,  5, 
4 , y ♦ 6 , 7 , &c. , & qui  inde  oriuntur 
numeri  1 , 8 , 1 y » 22 , 29 , 36  » 43  » &c. 
erunt  genitores  generis  feptimi. 

Unde  modb  cognita  fummu  genitorum 
primi  generis, facile  etiam  erit  cujuicuin- 
que  alterius  generis  genitorum  fuminam 
invenire  . Quum  enim  genitores  cujuf- 
cumque  alterius  generis  habeantur,  fi  ge- 
nitoribus generis  primi  cyphra  , feu  zsro 
prsfigatur  , iique  toties  accepti  , quot 
■unitates  continet  exponens  generis  qu;«- 
fitorum  genitorum , un*  dempti  » ad- 
dantur ordine  ipfis  prirni  generis  genito- 
ribus j perfpicuum  eft  , ad  inveniendam 
in  quovis  alio  genere  fumirum  genito- 
A a 4 ium 
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tum  totidem  , quot  defignat  numerus  tw* 
non  aliud  fieri  debere  , quam  in  unum 
addere  tot  genitores  primi  generis  , quot 
defignat  numerus  m — - r , & fummam 
iftam  toties  acceptam  , quot  unitates  con- 
tinet exponens  generis  addendorum  geni- 
torum,una  dempta, conjungere  cun^um- 
ma  , qux  oritur  ex  additione  tot  aliorum  . 
genitorum  primi  generis  , quot  defignat 
ipfe  numerus  m. 

Jam  per  ea  , qua;  fuperius  oftenfa  funt» 
fumma  ex  tot  genitoribus  primi  generis 
quot  defignat  numerus  r/i,eft  femiifisejus, 
quod  oritur  multiplicando  m per  wf  i; 
atque  ita  quoque  fumma  ex  tot  genito- 
ribus ej”ufdem  primi  generis  , quot  defi- 
gnancur  per  m •— « i,eft  lemiflisejus,  quod 
producitur  , multiplicando  m> — i per 
m . Quocirca  quia  primum  produ&um  eft 
m3  f m , produ&um  verb  fecundum  eft 
m3  — m i invenietur  in  unoquoque  alio 
genere  fumma  tot  genitorum  , quot  de- 

m3f  rn 

notat  numerus  m , fi  ad  — ■ — addatur 
m-  — 4 m 2 . 

toties  quot  unitates  habet  «x- 

,2 

ponens  generis  addendorum  genitorum, 
una 1 dempta  s hoc  eft  iemel , fi  genitores 

r*  w • i ad- 
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addendi  fuerint  generis  fecundi » bis , fi 
gefleris  tertii»  ter,  ii  generis  quartijatqu* 
ita  deinceps.  ra3  f ra 

Itaque  , quia  fi  ad  femel  adda- 

ra3 —ra  a 2tn3fora 

tur  — — — » t fumma  tota  eft  $ 

2 2m3f  o ra  2 

fiet  hinc , ut  ——  fit  fumma  ex  tot 
. 2 

*•  •**  l,  < '•  *'  *“  -»"•  . I 

genitoribus  generis  fecundi, quot  defignat 
numerus  ia.Pariterque,quia  id,  quod  ori-' 
m3  — nt  m3  fm 

tur  , addendo  - 1 bis  ad  <"■■■'■■  « 
2 » 

^ra1—ra  \ra3  — m 

eft  i*  Vj  erit - fumma  ex 

* * 

tot  genitoribus  generis  tertii , quot  defi- 
gnat ide  numerus  nz.Atque  ita  quoqj  erit 
4 ra3  — 2ra 

nii  -■■■  fumma  ex  toc  genitoribus 
1 

generis  quarti,  quot  defignantur  per  eun- 
dem numerum  m 5 quandoquidem  id, 

m2  —m 

quod  gignitur , addendo ter  ad 
ra3  f ra  4 ra 3 — • 2ra  2 

■ 1 ,-u  . eit  Nec  diffimiJi  ra- 
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tione  cujufcumqi  alcioris  generis  genito- 
rum rumina.’  indefinitas  poterunt  definiri; 
qua:  tamen  eo  ordine  » quo  ad  fua  genera 
referuntur»  ita  fe  habent»  fi  utique  ia 
omni  genere  fuerit  m numerus  geuito- 
tmn  ia  unam  fummam  addendorum. 
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Unde  patet  j fummas  iftas  indefinitas 
numerorum  genitorum  cujufcumque  ge- 
neris miro  quidem  ordine  progredi  in  in- 
finitum  jneq»  adeo  neceflarium  efle» expo- 
lito artificio  fingulas  invenire . Eft  enim 
«naqua;que  feoiifiis  quantitatis  » quar 

' duo- 
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duobus  terminis  conftat  j atque  horum 
terminorum  primi  conftituuntur,  multi- 
plicando numeros»  qui  ab  unitate  per 
unitatis  intervallum  progrediuntur»  per 
quadratum  numeri  w,  qui  defignat,  quot 
genitores  in  unum  funt  addendi » fecundi 
verb  » multiplicando  numeros » qui  ab 
unitate  per  unitatis  intervallum  regre- 
diuntur» per  ipfum  numerum  m : ex  quo 
fit',  ut  ad  inveniendam  in  unoquoque  ge- 
nere fummam  tot  genitorum » quot  defi- 
gnat  numerus  m » poilit  h*c  regula  gene- 
ralis adhiberi. 

Capiatur  quadratum  numeri  rn  toties, 
quot  unitates  continet  exponens  generis 
datorum  genitorum  i tum  ipfe  numerus 
m toties  etiam  accipiatur  » quot  unitates 
continet  id  , quod  fupereft  , fubtrahendo 
eundem  exponentem  ex  binaria > denique 
addantur  in  unum,  qui  inde  oriuntur 
numeri  , &.  fummar  femiffis  id  , quod 
queritur,  exhibebit . Ut  fi  velim , exem- 
pli gratia  , addere  in  unum  priores  fex 
numeros  genitores  quinti  generis,  qui» 
quadratum  nomeri  6 quinquies  fum- 
peum  efl  180,  & ipfe  numerus  6 toties 
acceptus  , quot  funt  unitates  in  a — f» 
hoc  eft  in  — . 3 , eft  1 8 j erit  fumma 
«triufque  numeri  180  — i8,hoceft  i6a» 

adeo- 
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adeoqtte  hujus,  femiflis  81  erit  fumma 
priorum  fex  genitorum  quinti  generis. 

^ -.U,' ...  j V*'  J •*  ni'  • i:  * tr' 

Suii  * •-nKlll'  ''jll*  •..■,•!■.  i •; 

De  numeris  figuratis  , qui  primum  ardi « 

. /r«n  cujuf que  generis  confiituunt *, 
i in  unum  addendis» 

~ i 

i !*■ 

NUmeri  figurati » qui  primum  ordi* 
nem  in  unoquoque  genere  coniti* 
tuunt  funt  ilii,  qui  oriuntur  ex  continud 
collt&ione  eorum  , quos  genitores  illius 
gAeris  appellamus  . Ita  , quia  genitores 
primi  generis  funt  i , i ,3 , 4 , f , 6,7 
4cc.,*  figurati,  qui  in  eodem  primo  genere 
primum  ordinem  confiituunt)  erunt  nu- 
meri if,5sr,  *8<»  oec.rqut 

ex  iliorum  additione  continua  produ- 
cuntur .Et  fimiliter , quia  genitores  fe- 
cundi generis  funt  it  1 i f*  7j  9 »11*13»* 
&£•  * figurati » qui  in  eodem  fecundo  ge- 
mere primum  ordinem  confiituunt , erunt 
numeri  1 ,4 , 9 *6 , 3 j- , 36 , 49  » otc., 
qui  ex  collatione  continua  eorum  o- 
riuntur. 

, Hujufnj odj.  n timeri  ,qui  primum  or- 
dinem figuratorum  in  omni  genere  con- 
ftituua*  fcfianc .habent  proprietatem  , ni- 
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mirum  * qucd  fi  iis» qui  fune  primi  ge- 
neris, prafigatur  2ero,  five  cyphra,iidem- 
que  ordine  adjungantur  numeris  » qui 
conftituunt  primum  ordinem  fibrato- 
rum in  quovis  alio  genere  » qui  inde  o- 
riuntur  numeri  fint  figurati  primi  ordi- 
nis generis  fubfequentis  . Hac  ratione  fi 
numeri  o»i»3»6»io»if»2i»  I0* 

funt  figurati  primi  ordinis  in  genere  pri- 
mo » cyphram  habentes  in  principio  .ad- 
dantur ordine  ipfis  numeris  r»  j , 6 » io» 
i y , ar  » 28  , &c. , qui  conftituunt  pri- 
mum ordinem  figuratorum  primi  gene- 
ris» orientur  numeri  x»  4 » 9»  16  » 

49  , &c. » qui  funt  figurati  primi  ordini» 
in  genere  fecundo  . Pariterque  fi  iidem 
numeri  o»i  » 3 » 6 » io»  iy»*i  » &c. 
addantur  ordine  numeris  1,499»  i6,.af» 
36,49,  &c”Slu*  conftituunt  primum 
ordinem  figuratorum  fecundi  generis, ha- 
bebuntur numeri,  1 , y » ia»  22,37» 
fi  , 70 , &c , qui  funt  figurati  primi  or- 
dinis in  genere  tertio* 

Hujus  proprietatis  beneficio  facile  erit 
ex  numeris , qui  conftituunt  primum  or- 
dinem figuratorum  in  genere  primo  , de- 
jivare  numeros  , qui  lint  figurati  primi 
ordinis  in  quovis  alio  genere  . Si  enim 
jis>qui  funt  primi  generis*typhxa,feu  ze- 
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ro  prfcfigatur,  iidemque  toties  accepti» 
quot  unitates  continet  exponens  generis 
derivandorum  numerorum»  una  dempta» 
addaHPir  ordine  ipfis  numeris » qui  pri- 
mum ordinem  figuratorum  in  primo  ge- 
rere conftituunt»habebuntur  figurati  pri- 
mi ordinis  generis  quaditi.  Ita  ii  queran- 
tur figurati  primi  ordinis  generis  quar- 
ti » capiatur  ter  unufquifque  numero- 
rum o»i»;»6,io»ij-»21»  &c. » qui 
funt  figurati  primi  ordinis  in  genere  pri- 
mojcyphram  habentes  fub  initium»ita  ut 
evadant  o,  5 »9»  18*  3 o , 4 y » 6 3 » &c„ 
deinde  addantur  ordine  numeris  1 » 5»  6, 
xo  , 1 f » 21  » 28  1 &c. » qui  conflituunt 
primum  ordinem  figuratorum  primi  ge- 
neris » eruntque  numeri  prodeuntes  1 » 5» 
1 y » 28  » 4 s » 60 , 9 * » &c.  figurati  primi 
ordinis  in  genere  quarto.Simiiiter  fi  defi- 
derentur  figurati  primi  ordinis  generis 
fexti,  fumatur  quinquies  quilibet  eo- 
rundem numerorum  o»  1»  3 » 6 » 10  » 1 y» 
21»  occ. » ut  fiant  o,  j » ry  » 30  , yo,  7 f» 
ioyj&c. » tum  addantur  ordine  nume- 
ris i»;»6*io»i5'»2i»28»  &c.  » qui 
funt  figurati  primi  ordinis  in  genere  pri- 
mo j Sc  qui  inde  oriuntur  numeri  1 » 8 » 
21, 40, 6y»  96»  1??»  &c.  erunt  figu- 
rati primi  ordinis  generis  fexti . 

At* 
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Atque  hinc  modb  cognita  fumma  nu. 
merorum  , qui  funt  figurati  primi  ordi- 
nis in  genere  primo  » facile  etiam  erit  » 
cujufcumque  alterius  generis  figurato- 
tum  primi  ordinis  fummam  inver^re. 
Quum  enim  figurati  primi  ordinis  in 
omni  alio  genere  habeantur  , fi  iis  , qui 
funt  generis  primi,pra;figatur  cyphra,feu 
zero  , iidemque  toties  accepti , quot  uni- 
tates continet  exponens  generis  quefico- 
rum  figuratorum»  una  dempta  > addan- 
tur ordine  ipfis  figuratis  primi  ordinis 
in  genere  primo  j perfpicuum  eft  » ad 
inveniendam  in  quovis  alio  genere  fum- 
niam  totidem  figuratorum  primi  or- 
dinis , quot  defignat  numerus  m « non 
aliud  fieri  debere,  qu^m  in  unum  ad- 
dere tot  figuratos  primi  ordinis  in  ge- 
nere primo  , quot  defignat  numerus 
i , & fummam  iftam  toties  acce- 
ptam , quot  unitates  continet  exponens 
generis  addendorum  figuratorum , uni 
dempta , conjungere  cum  tumma,qu«e 
oritur  ex  additione  tot  aliorum  figurato- 
rum , qui  in  genere  primo  primum  ordi- 
nem conftituunt , quot  defignat  ipfe  nu- 
merus m. 

Jam  per  ea  , qua;  fuperius  oftenfa 
funt,  fumma  ex  tot  figuratis  primi  or- 

di* 
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elinis  in  genere  primo , quot  defignat  nu- 
merus m ♦ habetur  multiplicando  per  fe 
mutub  tres  iftos  numeros  m-,  m f i\tn  f 2* 
& dividendo  produ&um  mi  f ym2  f iw 
pe*6  * atque  ita  quoque  fumma  ex  |i tot 
figuratis  primi  ordinis  in  eodem  pri- 
mo genere,  quot  defignat  m — i , ha- 
betur multiplicando  per  fe  mutub  tres 
iftos  numeros  w — i , w , #?  f i » & pro- 
du&um  mi  — m dividendo  fimiliter  per 
6 . Quocirca  , quia  quotiens  , qui  oritur 

mi  •f  \m 2 f 2 m 

ex  primS  divifione  , eft  ■ ■ ■■  •—  » 

6 

bc  quotieps  , qui  oritnr  ex  fecunda  , eft 
rw3  — . m 

■ . * invenietur  in  unoquoque  alio 

6 

genere  fumma  cot  figuratorum  primi  or- 
dinis , quot  denotat  numerus  m , li  ad 
mi  j*  ym2  f zm  mi  —m 

■ 1 1 . ■ - addatur  toties  ■ - > 

6 6 
quot  unitates  habet  exponens  generis 
addendorum  figuratorum  , unS  dempta* 
hoc  eft  femel , li  figurati  addendi  fint  ge- 
neris fecundi  * bis  * fi  generis  tertii  * ter> 
li  generis  quarti  * atque  ita  deinceps. 

Ica- 
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m3  f %ra2  f 2KJ 

Itaque  > quia  fi  ad  » — — w fe« 
m?  — >ra  6 

mei  addatur  — — » fumma  tota  eft 

■ - •,  erit  quantitas  illa  fum-’ 
6 [ 
ma  ex  tot  figuratis  primi  ordinis  in  ge- 
nere fecundo  > quot  defignat  numerus  m. 
Pariterque  ■>  quia  id  « quod  oritur  7 ad- 
m3  — m r»3  f jm*  f xra 

dendo  «— «■■ •*«-■ ■—  bis  ad  eft 

6 6 

5W3  f1  “f  o m 

1.  -—  ■ ■ - - , erit  ha?c  alia  quantitas 

6 

fumma  ex  tot  figuratis  primi  ordinis  in 
genere  tertio , quot  defiguat  idem  adhuc 
numerus  m . Atque  ita  quoque  erit 
4»j3  ^ %ra3  — • m 

1 ■ i .—  fumma  ex  tot  figuratis 

6 

primi  ordinis  in  genere  quarto  7 quot  de- 
fignantur  per  eundem  numerum  m * 
quandoquidem  id  » quod  producitur  7 ad- 
r/i3  — »»  m3  *J<  ym3  •f  xm 

dendo ■■  ■ . ter  ad eft 

6 6 

quantitas  illa . Eodemque  artificio  pro-' 
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gredi  licebit  in  infinitum  * fummafque 
indefinitas  determinare  numerorum»  qui 
in  altioribus  generibus  primum  figura- 
torum ordinem  conftituunt.  Sed  ha;  inte- 
xim  fumma:  eo  ordine » quo  ad  fua  ge- 
nera referuntur  • ita  fe  habent  > fi  utique 
in  omni  genere  fuerit  m numerus  figura- 
torum primi  ordinis  in  unam  fummam 
addendorum. 

rn 3 f 3M3  f 2t» 

I.  

• 6 

2w3  f ^m3  f iwi 

II.  . 

6 

3»»3  f im3  f o m 

III. 


IV. 

V. 


e 

4»7j3  f 3 m3  — m 
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jt/j3  f 3 m3  *—  im 
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6m3  f yra3  *—  3»» 
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8r/j3  f 3 fit 3 — fm 

VIII. , — — 

6 

9^3  J ^ro3  — 6m 

IX.  

6 

I Otii  3 f ^m2' — 7»7I 

x. 

6 

Ex  quo  patet > fummas  iftas  indefini- 
tas numerorum  > qui  in  omni  genere  pri- 
mum figuratorum  ordinem  conftituunt# 
miro  quidem  ordine  progredi  in  infini- 
tum : quo  utique  confideratoy  haud  qui- 
dem necefle  eft,  expofito  artificio  fingulas 
invenire  . Eft  enim  unaquaque  fexta 
pars  quantitatis  , qua;  tribus  carminis 
conftac  j atque  horum  terminorum  primi 
conftituuntur  » multiplicando  numeros 
naturales  per  cubum  numeri  m , qui  de- 
lignat  y quot  figurati  in  unum  funt  ad- 
dendi ; fecundi,  multiplicando  nume- 
rum ternarium  per  quadratum  ejufdem 
numeri  ra  i & tertii  ? multiplicando  nu- 
meros y qui  H binario  per  unitatis  inter- 
vallum regrediuntur  per  ipfum  nume- 
rum m ; ex  quo  fit  y ut  ad  invenien- 
dam in  unoquoque  genere  fummam  tot 
figuratorum  primi  ordinis  y quot  defignat 
B b z nu- 
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numerus  rn  , pofltt  haec  regula  generalis 

adhiberi. 

Capiatur  cubus  numeri  ra  toties , quot 
unitates  continet  exponens  generis  dato- 
rum figuratorum  j tum  ipfe  numerus  m 
toties  etiam  accipiatur  , quot  unitates 
continet  id»  quod  relinquitur,  fubtrahen- 
do  eundem  exponentem  ex  ternario  * de- 
nique qui  inde  oriuntur  numeri  addan- 
tur cum  triplo  quadrati  ejufdem  numeri 
%i  & fexta  pars  fumma;  id  , quod  queri- 
tur» exhibebit . llt  fi  velim,  exempli  gra- 
tia , addere  in  unum  priores  fex  numeros 
figuratos  primi  ordinis  in  genfere^quinto, 
quia  cubus  numeri  6 quinquies  fumptus 
eft  ic8o  , & ipfe  numerus  6 toties  acce- 
ptus , quot  funt  unitates  in  $ — - . f , hoc 
eft  in  — . 2 eft  -—  i a , additis  duobus  hi  fi- 
ce numeris  cum  triplo  quadrati , quod 
fit  ex  eodem  numero  6 , hoc  eft  cum  108, 
erit  fumma  omnium  1080  . 12  f 108, 

hoc  eft  1 i76:proindeque  hujus  fexta  pars 
196  erit  fumma  numerornm  , qui  funt 
fex  priores  figurati  primi  ordinis  in  ge- 
nere quinto. 
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De  fttmmis  nnmerorum , qui  fecundum  fi» 
guratarum  ordinem  in  omni  genere 

confiituunt.  r ■ ■ " - - ' 

. ■ • • > & * <■  '*  i ~ ■ « ■ 1 

N Umeri , qui  fecundum  figuratorum 
ordinem  in  unoquoque  genere  con- 
fiituunt  * funt  illi  * qui  oriuntur  ex  eoa» 
tinua  colle&ione  eorum  y quos  figuratos 
primi  ordinis  in  eodem  genere  vocamus^ 
Ita  y quia  in  primo  genere  figurati  prrni 
ordinis  funt  1 y 3 y (>  y 1 o y 1 f y 2 r y 289 
dcc.  y figurati  y qui  in  eodem  primo* gene* 
re  fecundum  ordinem  conftituunty, erunt 
numeri  1 > 4 y r o y 20  y 3 f y f 6y  $41  &c.i 
qiri  ex  illorum  additione  continui  .pro- 
ducuntur . Et  fimiliter  » quia  in' fecundo 
genere. figurati  primi  ordinis  funt  1 y 4» 

9 y 16  y 2 r y y 49  , SCO*  i figurati  y Olli 
in  eodem  fecundo  genere  ordinem  lec nu- 
dum conftituunty  erunt  numeri  i ■>  fi 
14  y 30  y f f y 91  y I40  y &C.  yqui  ex  Col- 
le&ione  continua  eorum  oriuntur. 

Numeri  ifti  y qui  fecundum  ordinem 
figuratorum  in  omni  genere  conftituunty 
hanc  habet  proprietatem!  nimirum, quod 
fi  iis  y qui  funt  primi  generis  > priefigatur 
B b 3 2e- 


Digitised  by  Google 


±gO  A t>  r T N D I X 
zero»  five  cyphra,  iidemque  ordine  adjun- 
gantur numeris  , qui  conftituunt  fecun- 
dum ordinem  figuratorum  in  quovis 
alio  genere,  qui  inde  oriuntur  numeri, 
fint  figurati  fecundi  ordinis  generis  fubfe- 
quentis  . Hac  ratione, fi  numeri  0,1,4, 
10,2  , &c. , qui  funt  figurati 

fecundi  ordinis  in  genere  primo, cyphram 
tabentes  in  principio  , addantur  ordine 
ipfis  numeris  1 , 4 , 10 , 20 , 3 y,  y6 , 84, 
&c  , qui  conftituunt  fecundum  ordinem 
figuratorum  primi  generis  , orientur  nu- 
meri 1 , y , 14  , 30  , ff  » 91  » 14° » 
qui  funt  figurati  fecundi  ordinis  in  gene- 
re fecundo  • Pariterque  , G iidem  numeri 
0,  1,  4 , 10,20,  3 j , j6»&c.  addantur  or- 
dine numeris  1 , j- , 14 , 30  * » 91* 

I40 , &c.,  qui  conftituunt  fecundum  or- 
dinem figuratorum  fecundi  generis  , ha- 
bebuntur numeri  1»  61  18,  40 , 7f»  126, 
196  , & c. » qui  funt  figurati  fecundi  orw 
dinis  in  genere  tertio. 

Ope  hujus  proprietatis  haud  difficile 
erit  ex  numeris  , qui  conftituunt  fecun- 
dum ordinem  figuratorum  in  genere  pri- 
mo » derivare  numeros  , qui  fint  figurati 
fecundi  ordinis  in  quovis  alio  genere  . Si 
enim  iis,  qui  funt  primi  generis,  cvphra, 
feu  zero  pr^figatur  , iidemque  tctits  ac- 

ce- 
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cepti  t quot  unitates  continet  exponens 
oeneris  derivandorum  numerorum  y uni 
dempta  y addantur  ordine  ipfis  numeris» 
qui  fecundum  ordinem  figuratorum  in 
primo  genere  conftituunt » habebuntur 
figurati  fecundi  orJinis  generis  quarfiti. 
Ita,  (i  querantur  figurati  fecundi  ordinis 
generis  quarti  y capiatur  ter  unufquiique 

numerorum  o?  i » 4»  i°*  ? f» 

qui  funt  figurati  fecundi  ordinis  in  gene-» 
re  primo>cyphram  habentes  lub  initium» 
ita  ut  evadant  o , ? » t 2 1 , 60  > iof» 

168  »5tc.y  tum  addantur  ordine 1 nume- 
ris I y 4 y IO  y 20  y } f y » 84,  SCC.l  qii 
conftituunt  fecundum  ordinem  figurato- 
rum primi  generis  y eruntque  nu  neri 

prodeuntes  i y 7 » 22  » f 0 * 9 f*  J^iy  2*2* 
oCC.  figurati  fecundi  ordinis  iu  genere 
quarto0.  Similiter  Ii  defiderentur  figurati 
fecundi  ordinis  generis  fexti,  fumatur 
quinquies  quilibet  eorundem  numero- 
rum o , 1 ,4y  lo.io,  Jf  y » 5CC.1  ut 
fiant  Oy  fy  20  y fo  , IOOy  X7f  i 280»  5cc.» 
deinde  addantur  ordine  numeris  1 . 4 » 

1 o y 20,  * f»  * 6 ' 84  * . q»H  funt  figu- 

rati fecundi  ordinis  in  genere  pruno  •,  SC 
qui  indeoriuncur  numeri  1,9,  ?o  * 7°* 
I?J.,  »ji,  364  ,&c.  erunt  figurati  fecun- 
di ordinis  generis  fexti. 
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Unde  modb  cognital  fumma  numero- 
rum » quifunt  figurati  fecundi  ordinis  in 
genere  primo»  facile  etia  erit»  cujufcumq» 
alterius  generis  figuratorum  fecundi  or- 
dinis fummam  invenire.  Quum  enim  fi- 
gurati fecudi  ordinis  in  omni  alio  genere 
habeantur»  fi  iis,  qui  funt  generis  primi» 
prxfigatur  cyphra,feu  zero,  iiclemqj  toties 
accepti » quot  unitates  continet  exponens 
generis  qusefitorum  figuratoru»  una  dem- 
pta , addantur  ordine  ipfis  figuratis  fe- 
cundi ordinis  in  genere  primo  * perfpi- 
cuum  eft,  ad  inveniendam  in  quovis  alio 
genere  fummam  totidem  figuratorum  fe- 
cundi ordinis » quot  defignat  numerus  w* 
non  aliud  fieri  debere  , quam  in  unum 
addere  tot  figuratos  fecundi  ordinis  in 
genere  primo  , quot  defignat  numerus 
m — i , & fummam  iftam  toties  fum- 
ptam»quot  unitates  continet  exponens 
generis  addendorum  figuratorum  , una 
dempta  , conjungere  cum  fumma  » qua; 
oritur  ex  additione  tot  aliorum  figurato- 
rum , qui  in  genere  primo  fecundum  or- 
dinem conflituunt  , quot  defignat  ipfe 
numerus  m. 

Jam  ex  iis  , qure  fuperius  oflenfa  funt» 
fumma  ex  tot  figuratis  fecundi  ordinis  ^ 

in  genere  primo  , quot  defignat  numerus 

»7»  hs- 
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m > habetur  multiplicando  per  fe  mutub 
quatuor  illos  numeros  »wf  t 

m'f  ? * & dividendo  producum  m4  f 
6w3  f iim-  f Sm  per  24^  atque  ita  quo- 
que fumraa  ex  tot  figuratis  fecundi  ordi- 
nis in  eodem  primo  genere  * quot  defi- 
*gnat  numerus  m — • 1 * habetur  multi- 
plicando per  fe  mutub  quatuor  idos  nu- 
meros m — -*  1 » m » m f 1 , m f 2 » Sc  pro- 
duftum  m 4 f 2 r»3  — r»1  — 21»  dividen- 
do fimiliter  per  24.  Qijpcirca  , quia  quo- 
tiens , qui  oritur  ex  prima  divifione  , eft 
»4  ^6r/j3  ^ nr/J3  f 

- — 7 & quotiens , qui 
24  tf»4f'2W3— - rW'*—*2WJ 

oritur  ex  fecunda»eft  ■ > 1 ”-i 

* - 24 

^nveniet^r  in  unoquoque  alio  genera 
fumma  tot  figuratorum  fecundi  ordinis, 
quot  denotat  numerus  w» » fi  ad  primusa 
illum  quotieptem  addatur  toties  quotiens 
ifte  fecundus  » quot  unitates  habet  ex- 
ponens generis  addendorum  figuratorum, 
una  dempta  j hoc  eft  femel , fi  figurati 
addendi  fint  generis  fecundi*  bis,  fi  gene- 
ris tertii  j ter,  fi  generis  quarti  j atque  ita 
deinceps. 

Itaque, quia  fi  priori  quotlenti  addatur 
femel  quotiens  fecundus,  fumma  tota  eft 

ara4 
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xm* f 8w?  f io m3  f 4« 

— — $ erit  quantl- 

14 

tas  ifta  fumma  ex  tot  figuratis  fecundi 

ordinis  in  ge  ere  fecundo  » quot  defignaC 
numerus  m . Pariterque  » quia  id  » quod 
oritur»  addendo  priori  quotienti  bis  eun- 
dem illum  quotientein  fecundum  * elt 
%m4  f*  ioot3  f ym3  f jm3 
i » erit  ha?c  alia 

*4 

quantitas  fumma  ex  tot  figuratis  fecundi 
ordinis  in  genere  tertio»  quot  defignae 
idem  numerus  m . Atque  ita  quoque  erit 
4»»«  f 1 f 8 m3  f ora3 
■ i ...!■■  ■ ■ - .fumma  ex  tot 

44 

figuratis  fecundi  ordinis  in  genere  quar- 
to » quot  defignantur  per  eundem  nume- 
*um  m i quandoquidem  id  » quod  produ- 
citur » addendo  priori  quotienti  ter  quo- 
tientem  fecundum  » eft  quantitas  illa. 
Nec  diffimili  ratione  licebic  progredi  ia 
infinitum  i fummafque  indefinitas  deter- 
minare numerorum  » qui  in  altioribus 
generibus  fecundum  figuratorum  ordi- 
nem conftituunt . Sed  horum  interim  fi- 
guratorum fumma?  eo  ordine  » quo  ad 
fu  a genera  referuntur  * ita  fe  habent»  po- 

nen- 
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nendo  femper  * quod  in  omni  genere  m fie 
numerus  figuratorum  fecundi  ordinis  in 
unam  fummara  addendorum. 
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9»i«  f 22m3  f te-  igttj. 

IX.  — ~ 

24 

IOW4  f 24W3  f JB2  — . I2f» 

x.  ; — 4 


24. 

llnde  patet  »fummas  iftas  indefinitas 
numerorum » qui  in  fingulis  generibus 
fecundum-  figuratorum  ordinem  confti- 
tuunt  • progredi  in  infinitum  miro  qui- 
dem , ad  quem  attendentes  haud  equidem 
neceflum  habemus  » expolito  artificio  fin- 
gulas  invenire  . Eft  enim  unaquaque  vi- 
gefima  quarta  pars  quantitatis  » qus  qua- 
tuor  terminis  confiat  j atque  horum  ter- 
minorum  primi  conftituuntur,  multipli- 
cando numeros  naturales  per  quadrato- 
quadratum  numeri  nu  qui  defignat,  quot 
figurati  in  unum  funt  addendi  » fecundi» 
multiplicando  numeros  * qui  a 6 binarii 
intervallo  progrediuntur  • per  cubum 
ejufdem  numeri  m ■>  tertii » multiplican- 
do numeros  » qui  i 1 1 intervallo  unitatis 
regrediuntur.»  per  quadratum  ejufdem 
adhuc  numeri  rn  j & quarti  » five  poftre- 
mi , multiplicando  numeros » qui  I 6 bi- 
narii inter.ya!lo  regrediuntur  > per  ipfunx 
numerum  rn.  Ex  quq  fit , ut  ad  invenien- 
das in  unoquoque  gehere  fummam  tot  fi- 

gu. 
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guratorum  fecundi  ordinis»  quot  defi- 
gnat  numerus  1 n , poffit  ha;c  regula  gene- 
ralis adhiberi. 

Capiatur  primb  quadrato-quadratum 
numeri  m toties  , quot  unitates  habet  ex- 
ponens generis  datorum  figuratorum  » fe- 
cundb  cubus  eiufdem  numeri  m toties, 
quot  funt  unitates  in  eo  , quod  oritur,ad- 
dendo  ad  numerum  4 duplum  ejufdem 
exponentis  ji  tertib  quadratum  ejufdem 
adhuc  numeri  m toties,  quot  unitates 
continet , id  , quod  fupereft  , fubtrahen- 
do  eundem  exponentem  ex  numero  12} Sc 
denique  ipfe  numerus  m toties  etiam  ac-« 
cipiatur  , quot  funt  unitates  in  eo  , quod 
remanet , fubducendo  eundem  illum  ex- 
ponentem duplicatum  ex  numero  8.  Por- 
xb  addantur  in  unum  omnes  numeri  « 
exinde  prodeuntes  5 & fiquidem  fummas 
hujus  capiatur  pars  vigefimaquarta  , id 
quod  qua?ritur,  hac  exhibebit. 

IV. 

De  furnmis  numerorum  , qui  alios  figura^ 
torum  ordines  in  unoquoque  generi 
conjlituunt . 


Q 


Uemadmodum  in  unoquoque  gene- 
re numerps  , qui  oriuntur  ex  col- 
le^ 
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le&ione  continua  figuratorum  primi  or- 
dinis» vocamus  figuratos  ordinis  fecundi» 
ita  quoque  numeros  , qui  producuntur 
ex  additione  continua  figuratorum  fe- 
cundi ordinis  , vocamus  figuratos  ordinis 
tertii  » pariterque  dicimus  figuratos  or- 
dinis quarti  , quos  exhibent  figurati  ter- 
tii ordinis  continuo  colle<5U  » figuratos 
ordinis  quinti  , quos  procreant  figurati 
quarti  ordinis  continub  etiam  additi » at- 
que ita  deinceps  . Sic  , quia  in  primo  ge- 
nere figurati  facundi  ordinis  funt  1 , 4» 
1 o 1 20  » 3 y , f 6 * 84 , &c. ; erunt  in  eo- 
dem genere  figurati  ordinis  tertii  1 , y, 

I y * 2 y , 70*126,210»  &c.  ; figurati 
ordinis  quarti  1 , 6 » 21  , ?6 » 1 26  , 2f2, 
462  , &c.  5 figurati  ordinis  quinti  1 , 7, 
a8  , 84, 210 , 462 , 924  , &c.}  atque  ita 
in  infinitum, 

Jam  in  numeris  iftis  , qui  in  unoquo- 
que genere  alios  figuratorum  ordines 
conftituunt , eandem  cernere  licet  pro- 
prietatem , quam  habent  ii,  qui  confti- 
tuunt priores  duos  ordines  : nimirum 
quod  fi  iis  , qui  datum  aliquem  figurato- 
rum ordinem  conftituunt  in  primo  gene- 
re » pra;figatur  zero  , fi  ve  cyphra  , iidem- 
que  ordine  adjungantur  numeris  , qui 
eundem  figuratorum  ordinem  coftituunt 
4 in 
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in  quovis  alio  genere  » qui  inde  oriuntur 
numeri  fint  figurati  ejufdem  ordinis  ge- 
neris fubfequentis  . Hac  ratione, fi  nume- 
ri o , 1 , f , 1 s > ? S » 70  » 1 26  » &c.  * qui 
funt  figurati  tertii  ordinis  in  genere  pri- 
mo , cyphram  habentes  in  principio  j ad- 
dantur ordine  ipfis  numeris  1»  f»  1 f»  ?f* 
70, 126 , 210,  &c.>  qui  conftituunt  ter- 
tium ordinem  figuratorum  primi  gene- 
ris , orientur  numeri  1 > 6 , 20  » fo,  ioj» 
196  » > &c.  * qui  funt  figurati  tertii 

ordinis  in  genere  fecundo  . Et  fi  fidem 
numeri  o»  70,126» 

addantur  ordine  numeris  , 1 » 6 » 20  » f°* 
roy  , 196  » » Scc. , qui  conftituunt 

tertium  ordinem  figuratorum  fecundi  ge- 
neris , habebuntur  numeri  1 * 7 » 2S* 

, 140 , 266  » 462  , &c. , qui  funt  fi- 
gurati tertii  ordinis  in  genere  tertio. 

Eadem  ratione»  fi  numeri  o > 1 » 6»  21* 
j6  » 126»  2f2  , Scc. , qui  funt  figurati 
quarti  ordinis  in  genere  primo  » cyphram 
habentes  in  principio  , addantur  ordine 
ipfis  numeris  i,6,2i,f6»ia6,  2f2» 
462  » &c. » qui  conftituunt  quartum  or- 
dinem figuratorum  primi  generis » orien- 
tur numeri,  1 , 7 » 27  » 77  » 182  » 978, 
714,  Scc. , qui  funt  figurati  quarti  ordi- 
nis in  genere  fecundo  . Et  fi  iidem  nume- 
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xi  o , i , 6 , 2 1 , y 6 , 1 26 , 2 fi » Sfc.  ad- 
dantur ordine  numeris  1,7,  27»  77» 
182,378»  714»  &c.  ,qui  conftituunt 
quartum  ordinem  figuratorum  fecundi 
generis,  habebuntur  numeri  1,8,33, 
98 , 238 , 704 ,966  , fcc  , qui  funt  figu- 
rati quarti  ordinis  in  genere  tertio. 

Atque  hac  mediante  proprietate  facile 
erit  ex  numeris  , qui  conftituunt  datum 
aliquem  ordinem  figuratorum  in  genere 
primo  , derivare  numeros , qui  fint  figu- 
rati ejufdem  ordinis  in  quovis  alio  gene- 
re. Si  enim  iis,  qui  funt  primi  generis 
cyphra  , feu  zero  pra:figatur,iidemque  to- 
ties accepti,  quot  unitates  continet  expo- 
nens. generis  derivandorum  numerorum, 
una  dempta  , addantur  ordine  ipfis  nu- 
meris , qui  datum  illum  ordinem  figura- 
torum conftituunt  in  genere  primo  , ha- 
bebuntur figurati  ejufdem  ordinis  gene- 
ris quafliti . ita, fi  qua?rantur  figurati  ter- 
tii ordinis  generis  tertii  ; capiatur  bis 
unufquifque  numerorum  o,  1 , y , iy, 

5 y » 70 , 126,  &c. , qui  funt  figurati  ter- 
tii ordinis  in  genere  primo,  cyphram  ha- 
bentes fub  initium  , ita  ut  evadant,  o,  2, 
ao  , 30 , 70 , 140 , 2j-2,  &c. , deinde  ad- 
dantur ordine  numeris  i,  y , 1 y , 3y,  70, 
126,210,  <kc. , qui  conftituunt  tertium 

or- 
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ordinem  figuratorum  primi  generis; 
eruntque  numeri  prodeuntes  1 ,7  , 2f, 
6f,  140 , 266  , 46 2»  Scc.  figurati  tertii 
ordinis  in  gener  tertio. 

Similiter»  fi  querantur  figurati  quarti 
ordinis  ejufdem  generis  tertii  » capiatur 
bis  unu fquifque  numerorum  o>  1 » 6,21» 
f6»  126,25-2,  Scc » qui  funt  figurati 
quarti  ordinis  in  genere  primo,  cyphram 
habentes  in  principio  > ita  ut  evadant  o» 
2,  12,42,112  >25-2  , 5-04  , Scc. , dein- 
de addantur  ordine  numeris  1 , 6 , 21, 
5-6,126,  2f2,  462»  qui  conftituunfr 
quartum  ordinem  figuratorum  primi  ge- 
neris ; eruntque  numeri  prodeuntes  r, 

8,  33,  98,  238,  5-04 , 966  , Scc.  fi- 
gurati quarti  ordinis  in  genere  tertio  ^ 
Atque  ita  quoque  , fi  defiderentur  figu- 
rati quarti  ordinis  in  genere  quarto, 
fumatur  ter  quilibet  eorundem  nume- 
rorum o,  1,6,  21,  5-6,  126  , 252  , 
Scc. , ut  fiant  o,?, 18, 6?, 168,178» 
7f6  , Scc.  , tum  addantur  ordine  nume- 
ris 1 , 6 , 21  , f6  , 126  , 2f2,  462  , Scc. 
qui  funt  figurati  quarti  ordinis  in  genere 
primo  ; Sc  qui  inde  oriuntur  numeri  1* 

9,  39,  119,  294,630,  1218,  Scc.  erunt 
figurati  quarti  ordinis  generis  quarti. 

Atque  hinc  mod6  cognita  fujnm£  nu* 

G c me- 


f. 
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merorum  , qui  conftituunt  datum  alU 
quem  ordinem  figuratorum  in  genere 
prirrp  * facile  etiam  erit  in  quovis  alio 
genere  figuratorum  ejufdem  ordinis  fum- 
mam  invenire  . Quum  enim  figurati» 
conftituentes  datum  aliquem  ordinem  in 
omni  alio  genere  » habeantur  , fi  iis  , qui 
funt  ejufdem  ordinis  in  genere  primo»ad- 
datur  cyphra  , five  zero  » jidemque  toties 
accepti  j quot  unitates  continet  exponens 
generis  qusfitorum  figuratorum  » una 
dempta  , addantur  ordine  ipfis  figuratis» 
qui  funt  ejus  ordinis  in  genere  primo* 
perfpicuum  eft  » ad  inveniendam  jn  quo- 
vis‘afio  genere  fummam  totidem  figura- 
torum dati  cujufdam  ordinis  * quot  defi- 
gnat  numerus  rn  » non  aliud  fieri  debere» 
quam  in  unum  addere  tot  figuratos  ejuf- 
dem ordinis  in  genere  primo  » quot  defi- 
gnat  numerus  m — i,  & fummam  iftam 
toties  acceptam  , quot  unitates  continet 
exponens  generis  addendorum  figurato- 
rum » una  dempta  , conjungere  cum 
fumma,  quas  oritur  ex  additione  tot  alio- 
rum figuratorum,  qui  in  genere  primo 
eundem  ordinem  conftituunt » quot  defi- 
gnat  ipfe  numerus  i», 

Itaque,  fi  de  inveniendis  fummis  figu- 
ratorum tertii  ordinis  qureftio  fit , per  ea, 

qua? 


* 
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qua?  fuperius  oftenfa  funt  * fumma  ex  tot 
figuratis  tertii  ordinis  in  genere  primo» 
quot  defignat  numerus  m » habetur  mul- 
tiplicando per  fe  mutub  quinque]  iftos 
numeros  w,  m f 1,  m f 2 , rn  f 3 , m f 4, 
& dividendo  produCum  per  120  j atque 
ita  quoque  fumma  ex  tot  figuratis  tertii 
ordinis  in  eodem  primo  genere  , quot  de- 
fignat w—  1 * habetur  multiplicando 
per  fe  rnutub  quinque  iftos  numeros 
rn  — i,wf  },&  pro- 

ducum dividendo  fimiliter  per  120. 
Quocirca  invenietur  in  unoquoque  alio 
genere  fumma  tot  figuratorum  tertii  or- 
dinis , quot  denotat  numerus  m * fi  ai 
priorem  quotientem  addatur  toties  quo- 
tiens fecundus  , quot  unitates  habet  ex- 
ponens generis  addendorum  figuratorum* 
una  dempta  $ hoc  eft  femel , fi  figurati 
addendi  fint  generis  fecundi  i bis  , fi  ge- 
neris tertii $ ter  , fi  generis  quarti  j atque 
ita  deinceps. 

Similiter, fi  agatur  de  inveniendis  fum-* 
mis  figuratorum  quarti  ordinis  ,per  ea* 
qua?  fuperius  oftenfa  funt  * fumma  ex  tot 
figuratis  quarti  ordinis  in  genere  primo* 
quot  defignat  numerus  m * habetur  mul- 
tiplicando per  fe  mutub  fex  iftos  nume*  * 
ros  rn , rn  f i9mf  2,m  f 3,  m f 4,  m f f. 
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& dividendo  produCum  per  720»  atq;  ita 
quoque  fumma  ex  tot  figuratis  quarti 
ordinis  in  todem  primo  genere  , quot  de- 
fignat  m . — 'i  ■>  habetur  multiplicando 
per  fe  mutuo  fex  idos  numeros  m — - 1, 
1 >wf  i>i»f  j , m f 4 » & pro- 
ducum dividendo  limiliter  per  720  .ita- 
que invenietur  in  unoquoque  alio  gene- 
re fumma  tct  figuratorum  quarti  ordinis, 
quot  denotat  numerus  m , fi  ad  quotien- 
tem  ortum  ex  prima  divifione  addatur 
toties  quotiens  ortus  ex  divifione  fecun- 
di , quot  unitates  habet  exponens  generis 
addendorum  figuratorum  , una  dempta. 

Atque  hic  quoque  , fi  omnes  ida;  fum- 
jna?  eo  ordine  difponantur  , quo  ad  fua 
genera  referuntur  , patebit,  eas  miro  qui- 
dem ordine  progredi  in  infinitum  , neque 
adeo  necelfe  effe  , expolito  artificio  lingu- 
las invenire  . llnde  etiam  poterit  regula 
generalis  excogitari  pro  inveniendi  in 
unoquoque  genere  fummi  tot  figurato- 
rum dati  alicujus  ordinis  , quot  delignat 
numerus  m . Cajrerum  » quia  cognita 
fumma  numerprum  figurarotum  , qui 
cpndituunt  datum  aliquem  ordinem  in 
genere  primo  , licuit  nobis  invenire 
fummam  figuratorum,  qui  condituunt 
eundtm  ordinem  in  quovis  alio  genere, 

ob 
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ob  hanc  proprietatem  , quod  fi  iis  , qui 
funt  primi  generis  , pra;figatur  zero  , five 
cyphra  , iidemqi  ordine  adjungantur  nu- 
. ineris , qui  confli  tu  unc  eundem  figurato- 
rum ordinem  in  omni  alio  genere,  ii,  qui 
inde  oriuntur,  fint  figurati  cjufdem  ordi- 
nis generis  fubfequentis  5 proinde  non 
abs  re  erit,  proprietateem  iflam  breviter 
hoc  locooftenfam  exhibre. 

V. 

Proprietas  numerorum  figuratorum  fu - 
periris  ufurpata  demortfiratur  * 

AD  demonftrandam  proprietate , qua? 

deprehenditur  in  numeris  figura- 
tis , qui  in  finguhs  generibus  unum  euri- 
demque  ordinem  conftituunt * promit- 
tendum eft  prids  hoc  theorema  , quod  ii 
fuerint  quotcumque  feries  numerorum* 
eam  proprietatem  habentes  * ut  profixd 
cyphra  iis,qui  primam  feriem  coftituunt, 
iifdemque  additis  ordine  cum  numeris 
cujufcuinque  feriei  , oriantur  numeri  (e- 
riei  fubfequentis , & ex  colle&ioue  conti- 
nua numerorum  * feries  illas  conflltuen- 
tium»conficiantur  totidem  alia;  numero- 
rum feries  ,quod  inquam  aliae  ifta?  feries, 
C c % ean- 


/ 
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eandem  habean  t proprietatem  * ac  pri« 
ir.se  : adeo, ut  fi  iis,  qui  funt  primae  feriei» 
e addatur  cyphra  , five  zero , iidemque  or- 

dine addantur  cum  numeris  cujufque  fe- 
riei , qui  inde  oriantur  fint  numeri  feriei 
fubfequentis. 

Sint  igitur  a , bt  c , d , &c. ; a , e if 
Z , &c.»  a , h , i , & , &c.  j a%hm  tth  &c. 
feries  aliquot  numerorum  , quae  eam  ha- 
. beant  proprietatem,  ut  fi  iis , qui  primam 
feriem  conftituunt , addatur  cyphra  , five 
zero  , iidemque  ordine  adjungantur  nu- 
meris cujufcumque  feriei , oriantur  nu- 
meri feriei  fubfequentis  . Dico  , quod  fi 
IX  colle&ione  continua  numerorum  , fe- 
ries illas  conftituentium  , efficiantur  to- 
tidem aliae  feries  a , 0 , p,  q-»  &c.  j fl,  r,yi  ?» 
&c.  , a , « , % 1 y 1 & c.  j a , z > dr , w» 
&c.  j feries  ifta;  eandem  proprietatem  ha- 
beant > ac  prima; : ita  nempe , ut  fi  iis* 

, qui  conftituunt  prim3 feriem  cyphra,  five 

zero  praefigatur  , iidemque  ordine  addan- 
tur terminis  alicujus  feriei  1 oriantur - 
,1  . exinde  numeri , qui  conftituunt  feriem 

, jj  fubfequentem.  . .. 

- '*  Quoniam  enim  prima;  feries  eam  ha-' 

1 . bent  proprietatem  , ut  praefixa  cyphri  iis» 

. qui  primam  feriem  conftituunt , iifdem- 

que  additis  ordine  cum  numeris  alicujus 


i 
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feriei  * oriantur  numeri  feriei  fubfequen- 
tis  i proinde  exiflentibus  terminis  feriei 
prima;  a , b %c , d , Scc.  1 fient  termini  fe- 
riei fecunda;  aiafbtbfcicfdi  3cc.t 
termini  feriei  tertfe  a , ia  f b,  26  f Cizc 
f dt  Scc.,  termini  feriei  qnart;e  a 1 pl  f b , 
^b  f c i \c  f d 1 Scc.  t atque  ita  deinceps. 

Et  quoniam  fecunds  feries  oriuntur 
ex  colle&ione  continua  numerorum » fe- 
ries primas  conftituentium  j proind?  pri- 
ma ex  fecundis  Hlis  feriebus  erit  a » a f bi 
a f b f c 1 a \ b \ c \ d 1 Scc, ; fecunda 
at  2a  f b 1 ia  f ib  f Ci  ia  f ib  f 2C  f dy 
Scc.  i tertia  a , %<t  f b , 3«  f \b  f c % 30 
f f 3C  f d i Scc.  1 quarta  ii,  40  f b , 
4a  f 4b  f c 1 41I  f 4^  f 4C  f d , Scc . i at- 
que ita  deinceps. 

Jam  defignatis  hac  ratione  fecundis 
illis  feriebus  * liquet  primos  terminos  ip- 
farum  a fe  mutuo  non  differre  , quum 
omnes  per  a defignentur  •,  fed  non  item 
terminos  alios,  quum  fecundi  differant  \ 
fe  mutub  per  a , tertii  per  a \b*  quarti 
per  a f b f c , St  fic  in  infinitum  t adeo 
nempe  , ut  oriatur  femper  terminus  fub- 
fequens  , (1  alicui  ex  fecundis  addatur  (7» 
alicui  ex  tertiis  addatur  a f b , alicui  ex 
quartis  addatur  afbfCi  atque  ita  dein- 
ceps. 
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Unde  modb  facile  eft  th.  orema  propo- 
fitum  oftendere  . Nam  , quum  nulla  fic 
differentia  inter  primos  terminos  imarum 
ferierum  > inter  alios  vero  ea  intercedat» 
ut  quifqne  deficiat  a fubfequente  per  a in 
fecundis  , per  a f b in  tertiis  » per  a f b 
f c in  quartis  , atque  ita  deinceps  \ per- 
fpicuum  eft  , quod  fi  termini  ilii  o , n, 
a f b , a f b f c » &c.  addantur  ordine 
terminis  cujufque  ex  iis  feriebus  orian- 
tur termini  feriei  fubfequentis. 

Jam  verb  o ni  , a f b , a f b f c,  &c. 
funt  termini, conllituentes  primam  earum 
ferierum  » & habentes  cyphram  in  prin- 
cipio . Itaque  in  fecundis  iis  feriebus  ea 
etiam  proprietas  locum  habet  , quod  11 
iis  , qui  conflituunt  primain  illarum» 
cyphra  , five  zero  praffigatur  , iidemque 
ordine  addantur  terminis  cujufque  ex 
iifdem  feriebus  , qui  inde  oriantur  » fine 
termini  feriei  fubfequentis. 

Oftenfo  hoc  theoremate  , haud  difficile 
modb  erit  rationem  reddere  illius  pro- 
prietatis, qua;  deprehenditur  in  numeris, 
qui  in  ligulis  generibus  eundem  figura- 
torum ordinem  conftituunt  : nempe 
quod  fi  iis  , qui  datum  aliquem  ordinem 
conftituunt  in  primo  genere  , addatur 
cyphra,  feu  zero,  iidemque  ordine  adjun- 

gau- 
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gantur  iis,  qui  eundem  ordinem  con- 
ftituunt  in  quovis  genere  5 qui  inde  0- 
riantur  , fint  numeri  conftituentes  eun- 
dem adhuc  figuracorum  ordinem  in  ge« 
nere  fubfequenti. 

Nam  primhlPn umeri  , qui  in  fingulis 
generibus  primum  figuratorum  ordinem 
conftituunt , oriuntur  ex  continui  colle- 
ctione genitorum  , qui  ad  fua  quseque  ge- 
nera referuntur  . Jam  verb  numeri  ifti 
genitores  hanc  habent  proprietatem , 
ut  fi  iis , qui  funt  primi  generis , cy- 
phra,  feu  zero  praifigatur,  iidemque  ordi- 
ne addantur  genitoribus  cujufque  gene- 
ris,oriantur  genitores  generis  fubfequen- 
tis . Itaque  per  oftenfum  theorema  hasc 
eadem  proprietas  obtinebit  etiam  in  nu- 
meris, qui  in  fingulis  generibus  primum 
figuratorum  ordinem  conftituunt. 

Et  quoniam  numeri,  qui  in  fingulis 
generibus  conftituunt  fecundum  ordinem 
figuratorum  , oriuntur  ex  continua  col- 
lectione eorum  , qui  in  iifdem  generibus 
conftituunt  ordinem  primum  ; quemad- 
modum proprietas  illa  obtinet  in  iftis» 
ita  etiam  locum  habebit  in  iis.  llnda 
porro  , quia  numeri  , qui  conftituunt  in 
unoquoque  genere  tertium  figuratorum 
ordinem  , oriuntur  sx  colleCUoue  conti- 
nua 
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nua  eorum  » qui  in  eodem  genere  condi- 
tuunt  ordinem  fecundum  « obtinebic 
quoque  eadem  proprietas  in  figuratis  ter- 
tii ordinis  ; atque  ita  gradatim  in  omni- 
bus aliis  figuratis « qui  funt  unius  ejuf- 
demque  ordinis»locum  habere  comperie- 
tur- 

Casterum  proprietatem  illam  compes, 
tere  omnibus  numeris»  quos  figuratorum 
genitores  appellamus  » liquebit » fi  con- 
fideremus genitores  primi  generis » utpo- 
te progredientes  ab  unitate  per  unitatis 
intervallum » oriri  ex  continui  colledlio- 
ne  unitatum  i • I * l * t « I « & c. « geni- 
tores iecundi  generis  » veluti  progredien- 
tes ab  unitate  per  intervallum  bina- 
rii » oriri  ex  additione  continui  bina- 
riorum» quibus  Unitas  fit  pra?fixa  » i » 2 * 
i » 2 t 2 i Scc. » genitores  tertii  generis , 
tamquam  incedentes  ab  unitate  per  in- 
tervallum ternarii  * oriri  ex  colle&ione 
continui  ternariorum  > quibus  ii  militer 
unitas  fic  prsefixa  » l » 3 » 3 » 3 » 3 > &c.> 
atque  ita  deinceps. 

.Quum  enim  feries  horum  numerorum 
r*i»i,i,i,&c. » i»i»2,ii2»&c.»  1 
Scc.  r » 4,  4,  4,  4 Sec.i  ex  quibus  genitores 
generum  omnium  continua  collediione 
oriuntur » hujufmodi  fint » ut  inter  pri- 

■ mos 
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mos  ipfarum  terminos  nulla  fit  differen- 
tia * inter  alios  verb  ea  intercedat  * ut 
ubique  quifque  antecedens  deficiat  a 
fubfequente  per  unitatem  * perfpicuum 
eft»  in  iis  feriebus  proprietatem  illam  lo- 
cum habere  : unde  per  oftenfum  theore- 
ma eadem  proprietas  obtinebit  etiam  in 
feriebus» qua?  genitores  generum  omniun» 
continent , quum  per  continuam  colle- 
dionem  ilte  ex  iis  oriantur. 

VI. 

Qua  ratione  in  omni  genere  feriet  tum 
genitorum , chm  figuratorum  cujuf • 
que  ordinis  reddi  pofsint  fum - 
mabileti  oftenditur . 

Qllemadmodum  feries  tam  genito* 
rum  primi  generis  « qu&m  figura- 
torum ex  iis  prodeuntium  » in  infinitum 
continuata; , numquam  poffunc  finitas 
fummas  exhibere  i ita  quoque  nec  geni- 
tores aliorum  generum  » nec  figuratiy  qui 
ex  iis  oriuntur  » poffunt  unquam  fimul* 
in  infinitum  continuati  » quantitatem  fi- 
nitam conftituere  « Sed  nihilominus 
quemadmodum  oftenfum  eft  fuperiiis» 
priores  feries  evadere  ftfmmabiles , fi  u- 

tique 
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tique  termini  ipfarum  dividantur  or- 
dine per  terminos  alterius  feriei  , qui 
geometrice  crefcendo  progrediuntur  } ita 
quoque  feries  , tam  genitorum  aliorum 
generum  > quilm  figuratorum  > qui  ex  iis 
fubnafcuntur,  reddi  poliunt  fummabiles, 
filimiliter  termini  iplarum  dividantur 
ordine  per  terminos  progieifionis  geome- 
tricae crelcentis. 

Id  autem  dependet  ex  ipsa  ill&  illorum 
numerorum  proprietace,  quam  modi)  de- 
monftratam  exhibuimus.  Quod  ut  liqui- 
di) conftet  , oftendemus  id  primum  in 
numeris  genitoribus  . Itaque  dividantur 
primi)  genitores  fecundi  generis  i * 5 , f > 
y,  9 , Sct.  per  terminos  progreflionis  geo- 
metrica; crefcentis  a,  a3,  a* » a4  » nJ»  &c.> 

1 3 S 

ita  ut  nova  feries  oriatur  — • f — * f — • 
79  a a3  <jJ 

f — . f — . &c.  Et  quoniam  genitores  fe» 
a*  a* 

eundi  generis  i t J » f > 7 » 9 » &c.  oriun- 
tur , addendo  genitores  generis  primi  o» 
1,2,5,  4 , 8cc.  cyphram  habentes  in 
principio  , ordine  ipfis  primi  generis  ge- 
nitoribus 1 , 2 , 5 , 4 , f » &c. , compo- 
netur noVa  illa  feries  per  additionem 
termincinm  aliarum  illarum  ferierum 
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o i 2 3 4 i * 

«—  f — « f — f — f_&c. , & — f 

a a3  a 3 0*  a/  a a3 

? 4 * 

*}■  — • f — * f — » &c.  Sed  harum  utraque 

03  04  flf  , 

feries  eft  fummabilis , quum  prima  iic 
i a 

a;quafis  *■■■■■■  - altera  arqualis  ■ 

a a. 

a ■ — i - - • — • • o — i 1 

Itaque  fummabilis  erit  etiam  nova  illa 
13*79 
feries  f*—  f — * f •—  f — &c.  » ejuf- 
0 03  03  0«  ' a*  a 

que  fumma  finita  erit  aequalis  ■ ■■■—  ■ 


<*— • I ■ r.  ; 

DividStur  fecundb  genitores  tertii  ge- 
neris 1,4,7»  io  » i j , &c.  per  terminos 
ejufdem  progrelfionis  geometricae  cre- 
fcentis  a , aA , 03  , a*  , as  , Scc. , ita  uc 

i 4 7 io 

ncva  feries  habeatur  — f f — « f — « 

1 3 0 03  03  0* 

f — &c.  Et  quoniam  genitores  tertii  ge- 
ni 

neris  i , 4 , 7 , 10  , 15  , Scc.  oriuntur,' 

ad- 
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gcc. , ejufque  fumma  finita  erit  squalis 

a ? 


2 f~"  2 

a — i a — i 

• Eodem  artificio  invenire  licet  fum- 
jnam  finitam  infinitorum  terminorum 
cujuslibet  alterius  feriei  , qus  oriatur 
•dividendo  genitores  altiorum  generum 
per  terminos  progreflionis  geometrica: 
crefcentis  a , fl2  » a*  , fl4  » & » &c. » ni- 
mirum componendo  feriem  illam  ex  dua- 
bus aliis  feriebus,  quarum  una  fitconfti- 
tuta  ex  genitoribus  primi  generis  cyphr3 
habentibus  in  principio  , altera  ex  geni- 
toribus illius  generis  , quod  prscedit  ge- 
mis» de  cujus  genitoribus  agitur.  Sed 
attentS  ratione  » qua  hatrum  ferierum 
fumma:  progrediuntur  , poterit  regula 
confici  generalis  » qua:  ad  omnes  pafus  fe 
extendat : nimirum  addendo  femper  ad 
a i 

toties  — — , quot  unitates  ha- 

~a, , 4 

a — i a — i 

bet  exponens  generis  datorum  genito- 
rum » und  demptd  > hoc  eft  nullies » fi  ge- 
nitores fuerint  primi  generis  * femel » fi 
generis  fi  eundi » bis  » fi  generis  tertii*  ter» 
fi  generis  quarti  » atque  ita  deinceps. 

Ofien- 
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Oftendamus  id  modb  ia  numeris , qui 
in  aliis  generibus  primum  figuratorum 
ordinem  conftituunt.  Quem  in  finem  di- 
vidantur primi)  figurati»  qui  conftituunt 
primum  ordinem  in  genere  fecundo,  i» 
4,  9 , 16  , 25-  ,&c.  per  terminos  progref* 
fionis  geometric*  crefcentis  a, a2  , a3, 
a 4 , af  &c. , ita  ut  nova  habeatur  feries 
I 4 9 l6  2f 

f' — ■ "f*  — *f'  — 'f  — &c,  Et  quoniam 
a a3  fl3  a4  af 

figurati  primi  ordinis  in  genere  fecundo 
oriuntur  , addendo  eos  , qui  funt  primi 
ordinis  in  genere  primo,  o , 1 , 3 , 6 , 10« 
Scc.  , cyphram  habentes  in  principio* 
ordine  ipfis  nnmeris  1,3,  6,10,1$’, 
&c. , qui  primum  figuratorum  ordinem 
in  primo  genere  conftituunt  $ cornpone* 
tur  nova  illa  feries  ex  additione  termino* 

013- 

ru  aliarum  iftarum  ferieru  — f — . f •— «. 

a o*  a* 

6 - 10  1 3 6 10  if 

f &c.,&— f — f — f — f— * 

• a*  a?  a a3  a 3 a4  at- 

&c.  Sed  harum  ferieru  utraqj  eft  fumma- 
t - . a 

bilis  > quum  prima  fit  ajqualis  — — <•» 
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Unde  modb  facile  efl  th  orema  propo- 
ditum  oflendere  . Nam  , quum  nulla  fic 
differentia  inter  primos  terminos  imarum 
ferierum  » inter  alios  vero  ea  intercedat» 
ut  quifque  deficiat  a fubfequente  per  a in 
fecundis  » per  J f /j  in  tertiis  » per  a b 
f c in  quartis  , atque  ita  deinceps  * per- 
fpicuuin  efl  , quod  fi  termini  ilii  o » a, 
a f b > o f b f c » &c.  addantur  ordine 
terminis  cujufque  ex  iis  feriebus  orian- 
tur termini  feriei  fubfequentis. 

Jam  ver  b o , u , afh,  afb}c,Scc. 
funt  termini, confiituentes  primam  earum 
ferierum  , & habentes  cyphramin  prin- 
cipio . Itaque  in  fecundis  iis  feriebus  ea 
etiam  proprietas  locum  habe1: , quod  fi 
iis  , qui  conflituunt  primain  illarum, 
cyphra  , five  zero  praffigatur  , iidemque 
ordine  addantur  terminis  cujufque  ex 
iifdem  feriebus  , qui  inde  oriantur  , fine 
termini  feriei  fubfequentis. 

Oftenfo  hoc  theoremate  , haud  difficile 
modb  erit  rationem  reddere  illius  pro- 
prietatis, qua;  deprehenditur  in  numeris, 
qui  in  ligulis  generibus  eundem  figura- 
torum ordinem  conflituunt  : nempe 
quod  fi  iis  , qui  datum  aliquem  ordinem 
conflituunt  in  primo  genere  , addatur 
cyphra,  feu  zero,  iidemque  ordine  adjun- 

gan- 


t ^ 
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gantur  iis,  qui  eundem  ordinem  con- 
ftituunt in  quovis  genere  j qui  inde  0 - 
riancur  , UnC  numeri  conftituentes  eun- 
dem adhuc  figuracorum  ordinem  in  ge-. 
nere  fubfequenti. 

Nam  prim^numeri  , qui  in  fingulis 
generibus  primum  figuratorum  ordinem 
conftituunt , oriuntur  ex  continua  colle- 
ftione  genitorum  , qui  ad  fua  quaque  ge- 
nera referuntur  . Jam  veri»  numeri  ifti 
genitores  hanc  habent  proprietatem  * 
ut  fi  iis  , qui  funt  primi  generis , cy- 
phra,  feu  zero  prafigatur,  iidemque  ordi- 
ne addantur  genitoribus  cujufque  gene- 
ris,oriantur  genitores  generis  fubfequen- 
tis . Itaque  per  oftenfum  theorema  haec 
eadem  proprietas  obtinebit  etiam  in  nu- 
meris, qui  in  fingulis  generibus  primum 
figuratorum  ordinem  conftituunt. 

Et  quoniam  numeri,  qui  in  fingulis 
generibus  conftituunt  fecundum  ordinem 
figuratorum  , oriuntur  ex  continua  col- 
le&ione  eorum  , qui  in  iifdem  generibus 
conftituunt  ordinem  primum  ; quemad- 
modum proprietas  illa  obtinet  in  iftis, 
ita  etiam  locum  habebit  in  iis.  Unda 
porro  , quia  numeri  , qui  conftituunt  ii» 
unoquoque  genere  tertium  figuratorum 
ordinem  voriunturex  colle6Uone  conti- 
nua 
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nua  eorum  * qui  in  eodem  genere  conftx- 
tuunt  ordinem  fecundum  < obtinebit 
quoque  eadem  proprietas  in  figuratis  ter- 
tii ordinis ; atque  ita  gradatim  in  omni- 
bus aliis  figuratis « qui  funt  unius  ejuf- 
demque  ordinis, locum  habere  comperie- 
tur* 

Ca»terum  proprietatem  illam  compe- 
tere omnibus  numeris»  quos  figuratorum 
genitores  appellamus  , liquebit » fi  con- 
fideremus genitores  primi  generis » utpo- 
te  progredientes  ab  unitate  per  unitatis 
intervallum » oriri  ex  continui  colle&io- 
ne  unitatum  l » l « t * i * t » &c* , geni- 
tores fecundi  generis  « vel  uti  progredien- 
tes ab  unitate  per  intervallum  bina- 
rii , oriri  ex  additione  continui  bina- 
riorum, quibus  unitas  fit  pra;fixa  ,1,2* 
&c. , genitores  tertii  generis  , 
tamquam  incedentes  ab  unitate  per  in- 
tervallum ternarii  * oriri  ex  colle&ione 
continud  ternariorum  * quibus  fimiliter 
unitas  fit  prajfixa  s l * 3 » 3 » 3 < ? > &<•*•> 
atque  ita  delntfeps. 

Quum  enim  feries  horum  numerorum 

r»I»I,I,Iy&C.  , I »2 , 2,2 , 2 ,o£C»,  X»3,3»J»$| 
&c.  r > 4,  4,  4,  4 &c.,  ex  quibus  genitores 
generum  omnium  continua  colie&ione 
oriuntur,  hujufmodi  fint , ut  inter  pri- 
mos 
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mos  ipfarum  terminos  nulla  fit  differen- 
tia , inter  alios  verb  ea  intercedat » ut 
ubique  quifque  antecedens  deficiat  a 
rubfequente  per  unitatem  i perfpicuum 
eft,  in  iis  feriebus  proprietatem  illam  lo- 
cum habere  : unde  per  oftenfum  theore- 
ma eadem  proprietas  obtinebit  etiam  in 
feriebus, quae  genitores  generum  omnium 
continent , quum  per  continuam  colle- 
dionem  ifts  ex  iis  oriantur. 

VI. 

Qua  ratione  in  omni  genere  feriet  tum 
genitorum , chm  figuratorum  cujuf- 
que  ordinis  reddi  pofsint  fum* 
mabileu  oftenditur . 

QUemadmodum  feries  tam  genito* 
rum  primi  generis  « qu&m  figura- 
torum ex  iis  prodeuntium  , in  infinitum 
continuata; , numquam  poffunt  finitas 
fummas  exhibere  ; ita  quoque  nec  geni- 
tores aliorum  generum  » nec  figurati,  qui 
ex  iis  oriuntur  , poffunt  unquam  fimul, 
in  infinitum  continuati  , quantitatem  fi- 
nitam conftituere  « Sed  nihilominus 
quemadmodum  oftenfum  eft  fuperiiis, 
priores  feries  evadere  ftfmmabiles  , fi  u- 

tiquc 
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tique  termini  ipfarum  dividantur  or- 
dine per  terminos  alterius  feriei  , qui 
geometrice  crefcendo  progrediuntur  i ita 
quoque  feries  , tam  genitorum  aliorum 
generum  , quim  figuratorum  » qui  ex  iis 
fubnafcuntur,  reddi  poliunt  fummabiles» 
fiiimiliter  termini  iplarum  dividantur 
ordine  per  terminos  progieilionis  geome- 
trica; crefcentis. 

Id  autem  dependet  ex  ipsa  illU  iftorum 
numerorum  proprietate,  quam  modi»  de- 
monftratam  exhibuimus.  Quod  ut  liqui— 
db  confiet  , oftendemus  id  primum  in 
numeris  genitoribus . Itaque  dividantur 
primb  genitores  fecundi  generis  i , g , f » v 
9 , <Sec.  per  terminos  progreilionis  geo- 
metrica; crefcentis  0,  a3t  a* , a*  ,af,  &c., 

1 ? r 

Ita  ut  nova  feries  oriatur  — f —•  f — . 

7 9 a a2  a* 

Jj1—  f — &c.  Et  quoniam  genitores  fe» 
a*  a* 

eundi  generis  i » j » f » 7 » 9 , &c.  oriun- 
tur , addendo  genitores  generis  primi  o, 

1 $ 2 9 J » 4»  Sec.  cyphram  habentes  in 
principio  , ordine  ipfis  primi  generis  ge- 
nitoribus 1 , 2 1 1 , 4 , f , &c. , compo- 
netur nov*a  illa  feries  per  additionem 
terminoium  aliarum  ifiarum  ferierum 
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01234  1 » 

— f — Scc.,  f—, 

a a 3 «3  af  <*s  0 a? 

3 4 f 

4 _ f _ , &c.  Sed  harum  utraque 

a 3 a4  a s * 

feries  eft  fummabilis , quum  prima  iic 

1 ° 

aqualis ——— altera  aqualis  »■■  — ■«. 

a — i3  ~~  fl  — 1 

Itaque  fummabilis  erit  etiam  nova  illa 

1 3 ? 7 9 . r 

feries  •— f — f — f — t &c*  * 
a a 3 a3  a4  af  a 

que  fumma  finita  erit  aqualis 

1 - ...  a — 1 J 

f 

a ■ — I f.  , • - 

Dividitur  fecundb  genitores  tertii  ge- 
neris i»  4 * f ’ 1.0  »13  * &c«  per  terminos 
ejufdem  progreiiionis  geometrica  cre- 
fcentis  a , a*  > <*3 , a*  , ar  , &c. , ita 

1 4 7 10 

ncva  feries  habeatur  _ f — f *-«  f «~ 

a a2  fl3  «4 

-J  — Sc c.  Et  quoniam  genitores  tertii  ge- 

Derisi,  4,  7»  10,  13  ,&c.  oriuntur, 

ad- 
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addendo  genitores  generis  primi  o , 1 , 2, 
3,4,  &c,  cyphram  habentes  in  principio 
ordine  genitoribus  fecundi  generis  1,^, 
f , 7 » 9 » Scc.  i componetur  nova  illa  fe- 
lies per  additionem  terminorum  aliarum 
• o 1 1 3 4 

iftarum  ferierum  — f-  — — • f*  — 

0 a*  03  04  o? 

* ? f 7 9 

Scc. , & — f — f f *—  f — &c . Jam 
0 0*  03  04  at 

veri»  utrajue  iftarum  ferierum  eftfum- 

1 

mabilis»  quum  prima  iit  squalis  ■ ■ — 

0 I 0— r • 

altera  squalis.  ■■  f ■ ■»  ...  ■. . Quare 

3 3 

0—1  a — 1 

fummabllis  erit  etiam  nova  illa  feries 
14  7 10  IJ 

«— • f — f — f f — Scc.  f ejufque 

0 03  03  04  at  0 

fumma  finita  erit  squalis 


1— ■■  -i. 

0 — i* 

Dividantur  tertii  genitores  quarti  ge- 
neris 1 »$-,9,13,17,  Scc.  per  terminos 
ejufdein  adhux:  progreflionis  geometricas 

cre- 
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crefccntis  a , a*  , a 3 > a*  , ai  , &c. » ita  ut 

* f 9 I? 
nova  feries  conftituatur  *— .f  « f — f— 
17  0 a3;  a?  «♦ 

f*—*  &c.Et  fimiliter,quia  genitores  quar- 
uf 

ti  generis  1 , f > 9 , 1 5 , 17  , &c.  oriun- 
tur  addendo  genitores  generis  primi  o,  1» 
3,5,4,  &c*  cyphram  habentes  in  prin- 
cipio ordine  genitoribus  tertii  generis  1» 
4,7*10,  15»  &c.  j componetur  nova 
illa  feries  per  additionem  terminorum 

o 1 a 

aliarum  iftarum  ferierum  1 — f — f — 1 

0 fla  a31 

5 4 I 4 7 10 

f ~ t — &C.,  & — .f  — f_f— f — 

a«  as  a a 3 <»3  <*4 

&c.  Sed  harum  ferierum  utraque  cfli 
fummabilis  , quum  prima  fit  «qualis 
» 0 

j altera  «qualis  f| 

a . 3 

0 — 1 a—  1 - 

2 

■■■■■»■  * « . Itaque  fummabilis  erit  etiam 
a 

— I I f 9 I?  17 

nova  illa  fejies  • — f — f — f — 

0 a*  a3  a*  as. 
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&c. , ejufque  fumma  finita  erit  «qualis 

a 1 

— 3 * 

a — i n — ^ 

• Eodem  artificio  invenire  licet  fum- 
mam  finitam  infinitorum  terminorum 
cujuslibet  alterius  feriei  , qute  oriatur 
dividendo  genitores  altiorum  generum 
per  terminos  progreffionis  geometrica 
crefcentis  a , (I2  > a3  , a4  > n*  » &c. » ni- 
mirum componendo  feriem  illam  ex  dua- 
bus aliis  feriebus,  quarum  una  fitconfti- 
tuta  ex  genitoribus  primi  generis  cyphrS 
habentibus  in  principio  , altera  ex  geni- 
toribus illius  generis  , quod  praecedit  ge- 
nus, de  cujus  genitoribus  agitur.  Sed 
attentS  ratione  , qua  harum  ferierum 
fummaj  progrediuntur  , poterit  regula 
confici  generalis  » qua?  ad  omnes  qafus  fe 
extendat : nimirum  addendo  femper  ad 
a i 

—^toties  — — — , quot  unitates  ha- 

i.,  * 

a ■—  i a • — i 

bet  exponens  generis  datorum  genito- 
rum > un5  demptd  » hoc  eft  nullies , fi  ge- 
nitores fuerint  primi  generis  * femel  > fi 
generis  f*  eundi  * bis  ? fi  geoeris  tertii*  ter» 
fi  generis  quarti  * atque  ita  deinceps. 

. ■ Often- 
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Offendamus  id  modb  in  numeris , qui 
in  aliis  generibus  primum  figuratorum 
ordinem  conftituunt.  Quem  in  finem  di- 
vidantur primb  figurati,  qui  conftituunt 
primum  ordinem  in  genere  fecundo,  r, 
4,  9 , 16  , 25-  ,&c.  per  terminos  progref- 
lionis  geometrica;  crefcentis  a,  a2  , «3, 

0 4 , «f  &c. , ita  ut  nova  habeatur  feries 
1 4 9 16 

— f — f— -f  — f — &c.  Et  quoniam 

a a 3 <3  3 ^4  flr 

figurati  primi  ordinis  in  genere  fecundo 
oriuntur  , addendo  eos  , qui  funt  primi 
ordinis  in  genere  primo,  o , 1 , 3 , 6 , 10, 
&c.  , cyphram  habentes  in  principio, 
ordine  ipfis  nnmeris  1 , j , 6 , 10,  xy, 
&c.  ,qui  primum  figuratorum  ordinem 
in  primo  genere  conftituunt  * compone- 
tur nova  illa  feries  ex  additione  termino- 


0 

1 

ru  aliarum  iftarum  ferieru  — 

a 

«a  «» 

6-.  -io  1 3 6 

10  iy 

f ►— oCC.,&  — f — f — 

• <j4  flr  « a 3 a3 

«4 

&c.  Sed  harum  ferieru  utraqj  eft  fumma- 

1 • - ".i;,  -j  /'  a 

bilis  1 quum  prima  fit  aqualis — mi 

i’ 

1 P*  “ f«r 
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a3 

fecunda  vero  «equalis  ■ ■ . Itaque 


prodibit  etiam  fummabilis  nova  ilia 

i 4 9 16  2* 

feries  — f ~ f — f— 1“ • &c* . ejuf. 

A a3  03  a 4 as 

2 fi3  a 

que  fumma  finita  erit  »»■ ' f ■ » •• 

* '3  ? 

l 0M  I 

Dividantur  deinde  numeri  i,f»i2> 
qui  conftituunt  primum 
ordinem  figuratorum  in  genere  tertio* 
per  terminos  ejufdem  progreflionis  geo» 
metrica:  fi  9 fi2  9 a3  9 a4  9 aS  9 & c*  , ita  ut 

I f I* 

nova  conftituatur  feries  »—  f — f — f 
aa  5 f 0 a2  o3 

*— f — &c.  Et  quoniam  figurati  primi 
a4  aS 

ordinis  jn  gepere  tertio  1,  y,  12  * 22,  3 5» 
&c.  oriuntur  addendo  eos  » qui  funt  pri- 
mi ordinis  in  genere  primo*  © * t * 3 y 6* 
io*&c. » cyphram  habentes  ia  princi- 
pio , ordine  numeris  x * 4*9*16, 2 f» 
&c. , qui  conftituunt  priinum  ordinem 
figuratorum  in  genere  fecundo  jcompo- 
jietu(  nova  illa  feries  ex  pddilione  termi- 

no- 
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o 1 

norum  aliarum  iftaru  ferierum  *— • f — f 

a a 3 


3 6 IO  I 4 ' 9 16 

f — f — &c.,&  — t — t — f — f-—* 

a3  <j4  af  < a a*  0 3 o4  flf 

&c.  Jam  verb  Iftaru  utraq*  feries  eft  fum- 

0 


mabilis,quum  prima  fit  aqualis  . "■  <> 

..  s 

0 — * I 

altera  yerb  aqualis  . — ■ f — . .. 

~~  ' 3 3 

a • — 1 \ a <— 4 1 - 

Quare  fummabilis  erit  etiam  nova  illa 
1 y 12  21  ; 

feries  — f — f •— • f •— « f — r&c. » ejuf*» 
a a2  i»3  «4  fl* 


ff3.  20 

que  fumma  finita  erit  •■  ■ ■ f 

a**—*--" 

Dividantur  porrb  numeri  1 ,6»if> 
*8 , 4 f &c.»  qui  conftituunt  primum  or* 
ifinem  figuratorum  in  genere  quarto  1 per 
terminos  eiufdem  adhuc  progrelfionis 
geometrica  0 > a*  * fl3  » 0*  » &c. , it4 

1 15  Ifx’ 

Ut  nova  habeatur  feries  t—  f f-  — - % 

a a* 

Dd  * 
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a8  ?f: 

_ f — &c.Et  fimilitenquia  figurati  pri-: 
«4  of 

mi  ordinis  in  genere  quarto  oriuntur» 
addendo  eos  9 qui  funt  primi  ordinis  in 
genere  primo,o  »1,396*10  Scc. » & cy- 
phratn  habent  in  principio  » ordine  figu- 
ratis primi  ordinis  in  genere  tertio  1 , f» 
12,22*  35-  > &c.  * componetur  nova  illa 
feries  ex  additione  terminorum  aliarum 
o 1 3 6 10 

illarum  ferierum  — f*— »f— — f — 
• a a*  o3  a4  as 


1 y 12  2» 

ftc. , f*— f — f — &c. Sed 

n “ O3  - <j3  n4  ' <jjr  : 

harum  ferierum  utraque  eft  fummabiiis» 

a 

quum  prima  fit  squalis  1 ■ — . , altera 

<*3  2 a 0—  i3 

squalis  ■>■■  ■—..  f — — ...  . Quare  fum- 

< , • » • ‘ — » 3 " 3 . . , 

I 0 — I 16 

mabilis  ent  etiam  nova  illa  feries  «-«f--* 
if  V 28  4f  '■  : ' 9 4 0*. 

f *—,  f — f — &c. , ejufque  fumma  fini- 

«3  i»4  <Jf  fl3  • ■ ; ja  • 

|a  erit  squalis  — ■ ■■■  1 ■ f — - 


a*-*  1 


£a- 


— 3 
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ESdem  methodo  progredi  licebit  in 
infinitum  * fummafque  finitas  determi- 
nare infinitorum  terminorum  cujusli- 
bet  alterius  feriei»  qua;  oriatur  dividendo 
figuratos,  conftituentes  primum  ordinem 
in  altioribus  generibus  , per  terminos 
progreffionis  geometrica;  crefcentis  a,  a S 
03  &c.:  nimirum  componendo  fe- 

riem  illam  ex  duabus  aliis  feriebus , qua- 
rum una  fit  conditura  ex  figuratis  primi 
ordinis  in  genere  primo , cyphram  haben- 
tibus in  principio»altera  ex  figuratis  con- 
ftituentibus  primum  ordinem  in  illo  ge- 
nere, quod  prarcedit  genus, de  quo  agitur. 
Sed  confiderata  fimiiiter  ratione, qua  ha- 
rum ferierum  fumifla:  progrediuntur, po- 
ter it  hic  quoque  regula  confici  generalis, 
qua;  ad  omnes  cafus  fe  extendat , nimi- 

fla 

rum  addendo  femper  ad  ■■m»'  ■<  toties 

' 3 

A • • - A V-r*  I *■ 


> , quot  Unitates  habet  exponens 

A — • i3  * ' " •••"’•  ‘ 

generis  datdrnm  figuratotum*  un3  dem- 
pti i hoc  eft  nullies , fi  fuerint  primi  ge- 
neris $ femel , fi  generis  fecundi  j bis , fi 
generis  tertii  ; atque  ita  deinceps, 

Non  dilfimiliter  res  oftendetux  in  nu- 
Di  J , ...  me* 
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ineris  , qui  in  fingulis  generibus  datum 
quemcumque  alium  figuratorum  ordi- 
nem conftituunt,  & pro  unoquoque  ordi- 
ne poterit  femper  regula  generalis  confi- 
ci , qua*  ad  omnes  cafus  fe  extendat  . Ita 
fi  agatur  de  numeris  y qui  in  unoquoque 
genere  conilituunt  fecundum  figurato- 

a) 

rum  ordinem  i fatis  erit  ad  — — — . ad- 


a3  ' a — i4 
dere  toties  quot  unitates  habet 


4 


exponens  generis  figuratorum  , una  dem- 
pta . Quod  fi  verb  qua*ftio  fit  de  numeris 
confli  tu  entibus  in  unoquoque  genere 
tertium  figuratorum  ordinem*  non  aliud 


fieri  debet, quam  ad 


a * 


addere  toties 


a*  - ••••—'•  a — i 

■ i — «t  quot  funt  unitates  in  expo- 


nente generis  figuratorum  * dempt& 
prius  una, « *ta  quoquo  in  numeris, 
conftituentibus  in  fingulis  generibus 
quartum  ordinem  figuratorum  i fatis  erit 

ai  ■ ' - . 

1 1 • > . . » T . • f 

ad,-- i »■  i addere  toties  — — quoties 

■ 6 6 

I - l ■'  il- 
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illud  defignac  exponens  generis  figurato- 
rum , unitate  und  minutus  j Sc  iic  dein- 
ceps in  infinitum* 

Quin  etiam  in  hae  re  confici  poterit  re- 
gula adeo  generalis  « qua;  in  fingulis  ge- 
neribus fe  extendat  ad  omnem  quem- 
ctimque  figuratorum  ordinem  * Nam 
Vocanda  ni  exponentem  « qui  refertur  ad 
datum  ordinem  figuratdrum*  facis  erit  ad 
«jm  f * a«i 

mn  mi  1 toties  addere  1« ■" 

a — 1 m,M  a— * 1 mf* 

quot  unitates  habet  exponens  generis  fi- 
guratorum i un&  dempti  . Atque  ha?c  re- 
gula valet  etiam  irt  ipfis  genitoribus  > ex 
quibus  ordines  figuratorum  per  conti- 
nuam additionem  oriantur  * fcilicet  fi  ii 
genitores  ita  inter  figuratorum  ordines 
reponantur  * ut  exponens  ordinis  ipfo- 
tum  fit  zero  $ five  nihil- 

vii. 

Pe  fetiebut  iufinitis,  Qita  Ori  urit  Ur  eX 
irtverfionc  omnium  cujufcumque  ge+ 
tierit  i & ordinis  figuratorum * 

* 

IN  numeris  illis  » qui  figuratorum  or- 
dines ia  primo  genere  donftituunt* 
D d 4 hanC 
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banc  aliam  proprietatem  fuperius  de- 
jnonftratam  exhibuimus,  nimirum,  quod 
etfi  fumma  ipforum  , cujufque  iint  ordi- 
nis , fit  infinita  , attamen  fi  in vertan  tur, 
& fiant  denominatoies  fra&ionum  * qua- 
rum unaqua;que  unitatem  habeat  pro 
fuo  numeratore  , iidem  fimul  colle&i 
fummam  exhibeant  finitam  i remque 
tradidimus  hoc  theoremate  generali , 
quod  in  numeris  figuratis  primi  generis, 
ii  ii , qui  datum  aliquem  ordinem  confti- 
tuunt  , invertantur  , fumma  omnium 
terminorum, qui  primum  excipiunt,  eam 
unitatis  partem  adajquet , quam  defignat 
exponens  ordinis  numerorum  : quad  e- 
quidem  theorema  locum  etiam  habere 
demonftravimus  in  numeris  naturalibus, 
qui  funt  genitores  eorum  figuratorum, 
nimirum  collocando  eos  taliter  inter  or- 
dines figuratorum  , ut  exponens  ordinis 
ipforum  fit  zero,  five  nihilum. 

Itaque  figurati  primi  generis  , cujuf- 
cumque  ii  funt  ordinis,  reddi  poffunt 
fummabiles  , non  modb  fi  dividantur  or- 
dine per  terminos  alicujus  progreifionis 
geometrica;  crefcentis  , verum  etiam  ii 
invertantur  , & denominatores  fiant  fra- 
ftionum , quarum  qua?libet  habeat  pro 
fuo  numeratore  unitatem.  Jam  poftquam 

no- 
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novimus  figuratos  aliorum  generum  red- 
di pariter  fummabiles , quotiefcumque 
dividuntur  ordine  per  terminos,qui  con- 
ftituunt  progrelfionem  geometricam  cre- 
fcentem  * carpimus  etiam  fufpicari » eof- 
dem  aliorum  generum  figuratos  pofle 
item  fummabiles  reddi  * fi  invertantur* 
& denominatores  fiant  fraftionum,  pro 
numeratore  unitatem  habentium  : eoque 
magis  « quod  termini  ferierum,  quar  con- 
ftituuntur  per  inverfionem  figuratorum 
aliorum  generum,  collatifigillatim  cum 
terminis  ferierum , quse  efformantur  per 
inverfionem  figuratorum  primi  generis, 

iifdem  manifefto  fint  majores. 

Verum  rei  periculo  inftitnto  , variif- 
que  methodis  tentatis  , numquam  id  af- 
fequi  potuimus  . Neque  enim  licuit  no- 
bis earum  ferierum  finitas  fummas  inve- 
nire , per  fubdu&ionem  alicuius  feriei, 
uno  r alterove  termino  mutilata: » a fe  ip- 
sa integra  j muitoque  minus  refolvendo 
eas  in  alias  feries  infinitas  , qua:  effent 
fummabiles  . In  fubfidium  etiam  accer- 
fivimus  proprietatem  illam  mox  often- 
fam,  per  quam  figurati  aliorum  genernnj 
ex  figuratis  generis  primi  derivantur*  fed 
nihil  juvit : nam  in  hoc  cafu  figurati  a- 
liorum  oenerumfunt  denominatores  fra- 

^ ai?- 
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dionum  j nec  proinde  ex  figuratis  primi 
generis  derivati  poliunt  ed  ratione, quem- 
admodum derivantur  , quum  funt  fra- 
dionum  numeratores  * Quocirca  poft  va- 
ria fcrutinia  in  eam  nos  adduximus  fen- 
tentiatfH  ut  tametfi  fumma  ferierum* 
qua;  conftituuntnr  per  inverfionem  figu- 
ratorum aliorum  generum  4 fint  finita* 
ea»  tamen  humanti  induftrid  nequaquam 

poffint  determinari* 

Id  novit  etiam  Vir  fummus  jacobus 
Bemoullius  * fed  in  uno  tantum  cafu  fpe- 

i * 

tiali , nimirum  in  ferie  infiniti  — f — 
lii  i 4 

f — f — . f — , &t.»quaf  cohftituitur  per 
9 16  2$ 

inverfionem  quadratorum  numerorum 
naturalium , qui  funt  figurati  primi  or- 
dinis in  genere  fecundo  ; nam  in  fuo  de 
feriebus  infinitis  tradatu  ingenue  fate- 
tur t pervefligationem  finita  fumma  il- 
lius feriei  difficiliorem  efTe«qu4m  quis 
tipedaverit  * quin  etiam  omnino  indu- 
ftriam  fuani  elufilTe  . Interim  etfi  Vir 
ClariffimUs  determinare  nequiverit  fini- 
tam fummam  feriei  * qua  oritur  ek  in- 
Verfione  quadratorum  numerorum  natu- 
lalium  * exhibuit  tamen  ratioflem»  quam 

fum- 
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fumma  ex  terminis  omnibus  locorum  im- 
parium habet  ad  fummam  ex  terminis 
omnibus  in  locis  paribus  exiftentibus» 
oftendendo  eam  eile  i ut  3 ad  I . Unde 
difcimus  priores  terminos  fimul  confti- 
tuere  tres  quartas  partes  totius  ferlei»  po- 
fteriores  verb  tantum  partem  unanl  < 

Sed  non  abs  re  erit  , hic  paucis  innue- 
re artificium  « quo  mediante  laudatus 
Audior  novit  rationem  , quam  in  ferie 
illa  fpeciali  fumma  terminorum  omnium 
in  locis  imparibus  habet  ad  fummam  ter- 
minorum omnium  in  locis  paribus  < Ita- 
que notare  prius  oportet » quod  ficuti 
conftitutis  infinitis  feriebus  geometricis» 
qua;  incipientes  a numeris  imparibus  in- 
verfis  progrediantur  in  ratione  fubdupla» 
ea;  comprehendunt  numeros  omnes  na- 
turales inverfosj  ita  quoque  fi  confti- 
tuantur  infinita;  feries  geometrica; » qua; 
incipientes  a quadratis  numerorum  im- 
parium inverfis  incedant  in  ratione  fub* 
quadrupla?  ♦ ea;  contineant  quadratos  om-  • 
nes  inverfos  numerorum  naturalium  :e* 
quo  fit » ut  ipfa  feries  quadratorum  om- 
1 1 l l t 

nium  inverforum— «f— f — f-*- 
11  1 4 9 16  2 f 

| j — Scc.  in  omnes  illas  feries  geo- 

3 6 49  me' 
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metricas  refolvi  queat. 

Jam  »quum  termini  illarum  ferierum 
geometricarum  progrediantur  in  ratione 
fubquadrupla  , unaquxque  ex  iis  fum- 
mabilis  erit»&  cujufque  fumma  finita  erit 
squalis  priori  fuo  termino  una  cum  ter» 
tia  parte  ejufdem  . Itaque  t quum  priores 
termini  omnium  illarum  ferierum  fin6 
quadrati  inverfi  numerorum  imparium» 
erunt  fummaj  omnium  fimul  squales 
i i i i i 

huic  feriei  — • f ►—  f — • f — f • & c. 

i 9 49  8i 

una  cum  tertia  parte  ipfius . Sed  fummae 
omnium  illarum  ferierum  dant  fummam 

i J i i 

feriei  » de  qua  agitur » — • f — • f — f — 
111114916 
f *—  f — f f — &c.  Igitur  tota  ifta 

2f  36  49  64  I I I 

feries  squalis  erit  feriei  *—  — - f _ 

II  I 9 2f 

f — f*-  &c.  uni  cum  ejus  tertia  parte j 

49  81  _ 

& propterea » quum  differentia  utriufque 
1 11  1 

feriei  — f — • f — f *—  &c.  adsquet  ter- 
4 16  36  6 4 
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eiam  partem  iftius  ■ — f — *f  — • f • f *— 
i 9 *5”  49  8r 

&c. » erit  famma  terminorum  in  locis 
imparibus  ad  fummam  terminorum  itt 
locis  paribus  »ut  3 ad  1. 

Nolim  autem  credatis  eandem  ratio- 
nem » quam  habet  fuinma  terminorum 
omnium  in  locis  imparibus  ad  fummam 
terminorum  omnium  in  locis  paribus» 
determinari  quoque  pofle  in  feriebus  » 
quae  conftituuncur  per  inverfionem  alio- 
rum numerorum  figuratorum  * nam  li- 
cuit Viro  Clarifiimo  eam  determinare  ia 
i 1 11  1 

ferie  ififi  fpeciali  — f — f*-* <f  — f — 

- 1.  1 1 1 4 ' 9 16 

«J  f — . f — Stc.non  jam  quia  numeri 

36  49  64 

i»  4 » 9 « 16  » 2f  » 36  »49  » 6 4 » Stc. » ex 
quorum  inverfioue  feries  illa  oriturjfunt 
figurati  primi  ordinis  in  genere  fecundo» 
fed  quia  funt  quadrati  numerorum  na- 
turalium . Quippe  fciatis  hoc  loco  velim» 
id  generale  eife  in  omnibus  poteftatibu* 
numerorum  naturalium  • ut  liquidem  ex 
earum  inverfione  totidem  feries  infinitae 
conftituantur»  ratio  , quam  in  iis  habet 

fuinuaa  teijninorum  omnium  in  locis 

* ' " • 
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imparibus  ad  fummam  terminorum  om. 
nium  in  locis  paribus  , femper  polfit  de- 
terminari*  quum  fit»  ut  poteftas  non  dif- 
fimilis  binarii  unitate  multata  ad  ipfam 
pnitatem»  hoc  eft  jn  quadratis»ut  3 ad  ij 
in  cubis,  ut  7 ad  i*  in  quadrato-quadra- 
tis  » uc  i f ad  i » atque  ita  deinceps, 
Demonftratur  id  yerb  in  aliis  potefta- 
tibus,  eadem  omnino  ratione,  qua  often, 
fum  eft  in  quadratis  .-nimirum  refolyen- 
do  feriem  » de  qua  agitur  , in  infinitas 
alias,  quarum  termini  £ poteftatibus  nu- 
merorum imparium  inverfis  in  ea  ratio- 
ne decrefcant  » quam  defignat  poteftas 
non  diflimilis  binarii}  hoc  eft  in  ratio- 
ne odtupla  , fi  agatur  de  cubis  } in  ratio- 
ne fexdecupla  , fi  agatur  de  quadrato- 
quadratis  } atque  ita  deinceps  . Quum 
enim  omnes  iftae  feries  fint  fummabiles, 
& cujufque  fumnaa  finita  adaiquet  prio- 
rem fuum  terminum  uni  cum  e^  ejuf- 
dem  parte  , quam  denominac  pra;difta 
poteftas  binarii  , unitate  una  multata} 
fiet  tota  feries  , de  qua  agitur  , sequalis 
feriei , qua;  oritur  ex  poteftatibus  inver- 
fis numerorum  imparium  , una  cum  e£ 
ejufdem  feriei  parte,  quam  poteftas  bina- 
rii unitate  multata  defignat}proptereaque 
fubducendo  feriem  iftarn  ex  illa  » fiet 

fum- 
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fumma  terminorum  omnium  in  locis 
imparibus  ad  fummam  terminorum  om* 
nium  in  locis  paribus,  ut  eft  poteftas  bj- 
narii  unitate  multata  ad  ipfam  unita* 

*•  v - . 

Eadem  autem  determinatio  locum 
itiam  fibi  vindicat  in  ipfis  numeris  na* 
turalibus  inverfis , qui  funt  prima?  ipfo- 
rum  poteftates  , eritque  fumma  p umero» 
rum  imparium  ad  fummam  numerorum 
parium , ut  prima  poteftas  binarii  unita- 
te multat»  ad,  unitatem  ,Jioc  eft  in  ra* 
tione  «qualitatis , quemadmodum  jam 
fupra  demonftravimus  , quum  de  feri» 
harmonica  qua:ftio  erat.  Sed  obtinet  quo- 
que eadem  determinatio  in  poteftatibus 
n umerornm  naturalium  imperfeSis,q.ua; 
numeros  fira<$Q.s  pro  fuis  exponentibus 

habent  >qn»  ratione  in,  ifta  ferie  — f — * 
I I l l ? VI  V* 

f — &c.fu  Dima  ter* 
'Z?  V4  Vf  ,V6  \/7 

minorum  in  locis  imparibus  eft  ad  fum- 
mam  terminorum  in  locis  paribus , ut 
y/2  — j ad  i j pariterque  in  hac  aii»  ferio 
*:Jt  <1  — I * ' J 
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- — f — &c.  fumma  ex  terminis  Io* 

y3  6 V3  •, 

coram  imparium  eft  ad  fummam  ex  ter* 
minis  locorum  parium»  ut  V*  * i ad 
x. 

Horum  omnium  demon  ft  rationes  con- 
trahi eleganter  pofTunt  » ii  ex  unoquo- 
que termino  feriei»  de  qua  agitur»  ea  pars 
capiatur»quam  binarii  poteftas  non  difli- 
inilis  oftedit.  Sic  enim  nova  oritur  feries» 
qua?  eos  tantum  prioris  terminos  conti- 
net» qui  in  locis  paribus  exiftunt . Unde» 
quum  prior  feries  iit  ad  hanc  aliam » ut 
poteftas  binarii » fimilis  iis » ex  quarum 
inverfione  oritur  feries»  de  qua  agitur» 
ad  unitatem  i erit  dividendo  » ut  fumma 
terminorum  in  locis  imparibus  ad  fum- 
mam terminorum  in  locis  paribus  » ita 
eadem  poteftas  binarii  unitate  multata  ad 
unitatem . 

Hac  ratione  » fi  fiat  feries  ex  ipfis  nu- 
meris naturalibus  in  ver  fis  > qui  funt 

X :I  X 

prima;  ipforum  poteftates  — «f— «f«— « 
•x  ..  x.  i i ri  t a*  - 3 
f >—  f — f — f f— * &c* » capiea* 

4 f - 6 7 8 ' " • 

do  ex  unoquoque  ejus  termino  eam  par- 
tem» 
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tem»quam  defignat  prima  poteftes  bina- 
rii , hoc  eft  ipfe  binarius » orietur  harc 

1 i i i i 

altera  •»-  f *—  f ►— * f •— * f Se  c.  t qua? 

2 4 6 8 io 

eos  tantum  prioris  terminos  continet» 
qui  in  locis  paribus  exidunt . Unde»  quia 

.i  i i i i i 

prior  feries — . f — f — f— • f — - f •— « 
i * 3 4 f 1 6, 

i i ii 

f — f — . Scc.  eft  ad  hanc  aliam  *—  f — - 
7 8 - a 4 

iii 

J f — -f-  — &c.,  ut  a ad  i » erit  divi*1 
6 8 io 

i i i i i r 

dendo  » ut  — • f »—  f — f •—  + — t — 
i % f 7 9.  1 *! 

i i i i i • 

&c.  ad  ~f  ~f.— f «— &c.,hoc 

v 2 4 6 8 io 

eft  » ut  fumma  terminorum  in  locis 
imparibus  ad  fummam  terminorum  io, 
locis  paribus  , ita  i ad  i. 

Similiter,  fi  fiat  feries  ex  quadratis  in* 

i i 

yerfis  numerorum  naturalium  — f — ' 

i 4 

Ee  f, 
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f-t- f— 'f  — t — f — &c.,ea- 

9 16  '2f  36  49  64  • 

piendo  ex  unoquoque  eju*  termino  eam 
partem» quam  defignat  quadratum  bi- 
, I i 1 

narii » orietur  bxc  altera  — * f 

- j.  p 1 » 1 4.  16  56 

, quae  eos  tantum  priori? 

64  1O0  ■ 

trtminos  continet , qui  in  locis  'paribus 
...  . ' • r 

esiftuitt  . Itaque  , quum  prior  feries  — . 
1 1 1 1 1 » l ‘ l 1 1 

t *— ■ •— i— t — f— f — &c* 

4 9 1«  :f  49  64 

" t ’ . t 1 1 ii 

fit  ad  k**»e  aiiam  — f — f — f — f — 

. . 4 16  36  64  100 

• i : < 1 1 

&e. , uc  4 ad  1 jerit  dividendo , ut  f 

O i - f t I 

* I I t ' * I'"'  I’  •*-' 

— &c,*d  -J—f*  — f — 

2f  49  8ir  - 1 4^1:16  3A 

» . 1 • t ‘ ■ _■ 

.*-*&c.,hoc  eft,  ut  fumma  termino* 
64  1 »0-  • 

lum  in  locis  imparibus  ad  {ummarm  ter* 

mi» 
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minorum  in  locis  paribus  * ita  5 ad  1. 

Atque  ita  quoque, fi  fiat  feries  ex  radi- 
cibus quadratis  numerorum  naturalium 
1-  t 1 1 r 1 

inverfis  — - f — f — f •—  f — f—*f 

1 I s/t  v/2  x/g  »/4  v/f  \/6 

— f &c.  , fumcndo  ex  unoquoque 
s/  7 x/8 

termino  ejus  eam  partem»  quam  defignac 
quadrata  radix  binarii , orietur  harc  alia 
, JL  I I . I I I 

feries  — f — f — f — f — — f-— — &c.» 

\/2  \/4  s/6  \/$  v/io  «/.i» 

qua;  continet  eos  tantum  terminos  prio- 
ris , qui  in  locis  paribus  exiftunt . Quo* 

. i 1 . 1 

circa  , quum  prior  feries  — • f — f — f 

i 1 r 1 1 1 Vi  v/2  \/\ 

•—  f — f — f*— *f  — &C.  fit  ad  hanc 

*/4  ^6  x/7_  -v/8  . ..  _ r 

1 1 1 - 1 • i r 

aliam  — f — .f  — f — f »— *—  f — 

v/a  v/4  x/6  s/%  v/10  \/i» 

* 1 T f 11 
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i i x i . 
w-  f — f — — - f &c.»hoc  eft»ut  fum- 
V6  v/8  \/io  • s/iz 
jna  terminorum  in  locis  imparibus  ad 
fumeam  terminornm  in  locis  paribus» 
ita  x/2  — . r ad  i. 

Et  generaliter  , 13  fiat  feries  ex  iis  po- 
teftatibus  inverfis  numerorum  natura- 
lium, qua;  habent  pro  fuo  exponente  nu- 

: ' i 'x  i i I 1 i 
merum  rn  > — f — f — f — f f — - 

. i'  | j ^ in 

f - — . f — &c.  , capiendo  ex  unoquoque 

7m  gm 

termino  ejus  eam  partem,  quam  defl- 
gnat  2m , hoc  eft  poteftas  non  diflimili? 

i - i 

binarii , orietur  hxc  alia  feries  — - f — « 

III  i 21*  4m 

'$  • — f — f — — f &c.,quae  eos  tan- 

6m  8m  iom  I2m 
tum  prioris  terminos  continet,  qui  in  lo-i 
cis  paribus  exiftunt.  Unde,  quia  prior  fe- 
1 l i i i i i i 

1m  2m  ym  gm  ?m 

I 5 I I * I 

—■  &c.  eft  ad  hanc  aliam  — . f — f — 

S”»  * - g*n 
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— | . f—- «-  &c.,ut  am  ad  iterie  divi- 

8m  |Om  1 2m 


I I-  t I 
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dendo»ut  — f — f f — . 
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jin  jm  j ra 
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1 1 1 1 * 
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I 

fec.ad  — f — f — f — f 

f 

2m  ^n»  gm  gm 

IOm 

I 2,n 

&c.  , hoe  eft  > ut  fumma  terminorum  m 
locis  imparibus  ad  fummam  termino- 
rum in  locis  paribus  , ita  2m  ad  n 

VIII* 

jParadox//mt  quod  ex  do&rind  pracederiti 
articulo  tradita , J 'equitur > enodatur . 

IN  feriebus  infinitis  mtilta  occurrunt 
paradoxa  1 qua?  ob  infiniti  naturam 
non  ita  facile  ab  intelle&u  noftro  finito 
videntur  pofTe  comprehendi  «Infigne>  & 
notatu  dignum  hic  nobis  fubnafcitur  ex 
determinati  ratione  « i|uam  in  feriebus 
infinitis  , ortis  ex  poteftatibus  inverfis 
numerorum  naturalium  » habet  fumma 
terminorum  omnium  in  locis  imparibus 
ad  fummam  terminorum  omnium  in  lo- 
cis paribus  . Oftenfum  eft  enim  determi- 
nationem illam  obtinere  etiam  » fi^nu- 
iue  1 pie- 
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merorum  naturalium  poteftates  Imperfe- 
cte invertantur  * atque  ita  in  ferie  iftd 
iii  ii  i ii 

— f — f — f — f — 

y/ 1 y/z  y/%  v/4  '/G  v^7  y/% 

'I  I 

f ~~  f &c.fummam  ex  terminis  Io- 
y/p  \/jo 

eorum  imparium  efle  ad  fummam  ex 
terminis  locorum  parium,  utVa  — i ad 
i.  Hoc  autem  illud  eft*  quod  paradoxum 
fapere  videtur . Ratio  enim  * quam  habet 
\/ 2 «— • i ad  i , eft  minoris  ad  majus  , Sc 
tamen  termini  locorum  imparium  colla- 
ti  (igiliacim  cum  terminis  locorum  pa- 
rium , iifdem  manifeflb  funt  majores. 

Hujufmodi  paradoxum  novit  primus 
omnium  Jacobus  Bernoullius  , qui  etfi 
ejus  rationem.,  ut  ipfe  ait , fatis  per fpe- 
&am  habuiflet,  illam  tamen  minime  di- 
gnatus eft  erudito  orbi  impertiri . Idem 
autem  paradoxum  deprehenditur  genera- 
liter in  omnibus  iis  poteftatilius  nume- 
rorum naturalium  , quar  inverte  dant 
feriem,  cujus  fumma  eft  infinita  , quales 
equidem  funt  illa?  omnes,  qua;  exponen- 
tes habent,  non  maiores  unitate  . Atque 
ita  non  mod6  illud  cernere  licet  in  iis 
poteftatibus,  quarum  exponentes  fune 
t - uni- 
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unitate  minores , verum  etiam  in  ipfis 
numeris  naturalibus  , qui  funt  prim* 
ip forum  poteftates , unitatem  habentes 
pro  exponente  & ex  quorum  inverfione 
ferie*confti  tuitur,  cujus  fumma  eft  infi- 

i l 

mica  . Nam  in  ferie  harmonica  — f — 

t x ' 

t i t i t * i i i t • 

— f — f — t — + — t -t-t  — 

54  f 6 7 8 9 io 

4tc.  fumma  terminorum  omnium  in  lo- 
cis imparibus  ad  fuinmam  terminor  una 
omnium  in  locis  paribus  rationem  habet 
«qualitatis?  & tamen  H corti  iftis  ligiilac 
tim  coi  lati  manifeftb  majores  deprehen- 
duntur. 

Qujuni  primum  in  idem  paradoxuni 
ego  etiam  inciderim  , ejus  folutio  fum- 
mopere  me  torfit , <5c  ingenue  fateor  plu- 
res  impendifle  dies  , nec  interea  temporis 
aliquid  mihi  in  mentem  venifle*quod 
rei  fatisfaceret  . Sed  ejus  rationem  ftatim 
novi*poftquam  tatellexidemonftrationes 
eorum  omniG  eleganter  contrahi  pofle , ii 
ex  unoquoque  termino  feriei « de  qua  a- 
gttur , ea  pars  capiatur  , quam  binarii 
poteftas  non  diUimilis  oftendic . Quum 
enim  feries»  quas  hac  ratione  oritur  » con- 
£ e 4 ti- 
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tineat  eos  tantum  terminos  prioris  » qui 
in  locis  paribus  exiftunt  » conjicere  mihi 
licuit»  quod  etfi  termini  locorum  parium 
inter  terminos  locorum  imparium  con- 
tineantur » non  hinc  tamen  putandum 
fit  numerum  illorum  » illorum  numero- 
rum adajquare  » quum  illi  figillatim  cor* 
refpondeant  omnibus  feriei » de  qua  agi- 
tur » terminis  » quae  limul  comprehendit 
tam  terminos  locorum  parium  » quam 
terminos  locorum  imparium. 

Hoc  autem  cognito  , facile  deinde  mi- 
hi fuit  rationem  reddere » quo  pa&o  fieri 

i i i i i 

poffet » ut  feries  — f — f — f — f — 

i/i  v/;  s/fr.y/7  ^9 
I I I X • I 

&c.  ad  feriem  <—  f f — • f — • 
\/i  i \/2  \/4  V6  \/8 

I I I . . . v 

f— *-  f-~-  f — — 8cc.  rationem  ha*- 

\/lO  \/I  4 x/lj 

beat  minoris  ad  majus » hoc  eft  eandem» 
quam  habet  \/i  — - i ad  i »quum  tamen 
termini  illius  figillatim  comparati  cum 
terminis  illius » iifdem  manifeilo  majores 
deprehendantur  . Nam  fempec  ac  in.fe- 

cun- 
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1 1 1 x 1 1 

eunda  ferie  • — f — f ■ — *f  — f — —-f  ~ 

1/2  1/4  y/6  v/8  \/XO  v'!»  • *' 

&c.  termini  correfpondeanc»  non  quidem 

1 1 1 e i 

terminis  prima;  feriei  — f •—  f — f ♦— • 

11  \/i  v/j  v/f  \/7 

*f-  — -f  — — &c.j  fed  terminis  feriei  priu- 

^9  1/11 

cipalis»  quae  utramque  fimul  compreHen- 
I I I I I * E 

dit  » — f — - f — f*'— f — f — « f — 

\/l  v/l  \/5  v/4  v/f  v/6  y/Ti 

II  I I I _ ■ ■"*'  '■  ■ 

Im  ^ ^ «MI*  ^ ■!—<»■  f — &C.  » fit  , 

«"  \/8  ^9  1/10  v/ii  v/12 
hinc « ut  in  collatione  earum  ferierum 
termini  non  finguli  fingulis  « fed  eS  qui-* 
dem  ratione  inter  fe  mutub  fint  compa-  * 

randi » ut  poftquam  inftituta  fit  compa-  •*% 
ratio  inter  prinrum  terminum  unus  y Se  ar 

primum  alterius  y debeat  femper  unus 
prioris  feriei  cum  duobus  alterius  con- 
ferri .Qua  ratione  liquidb  patebit  y quo<£ 
tametfi  termini  prioris  feriei  figillatim 
comparati  cum  terminis  fecund*y  iifden* 
fine  majores  y attamen  tota  fumma  illo- 
rum aeftimanda  fit  minor  fumma  illorum»' 
quia  nempe  ablatis  ex  utraque  feria  M 

prig* 
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prioribus  terminis  , reliqui  ita  (ibi  mu-  ' 

tio  correfpondent , ut  unus  ferlei  prio- 
ris , duos  fecu ndae  Cemper  abforbeat. 

Quotiefcumque  enim  ablatis  ex  utri- 
qut  ferie  terminis  prioribus  , reliqui  ita  j 

• inter  fe  mutub  conferuntur » ut  quifque 
priirn  feriei  duobus  fecunda;  correfpon- 
deat  i patet»  fingulos  prima*  feriei  termi- 
nos , i xcepto  primo  » minores  efle  termi- 
nis » quibus  correfpondent  in  fecunda. 

Quod  ut  generaliter  f-tleudamus  » per- 
fpicuum  eft»  quod  fi  in  prima  ferie  quili- 

bet  terminus  reprtefentetur  per  — » duo,  \ 

-ii  - v/u 

quibus  ille  in  fecundi?  corcefpondet , Hnt 


duobus  illis  fimul  fumptis  , quum  redu- 
cis ad  eandem  denominationem,  ille  fiat 
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le  ad  fummam  iftorum  , efl  ut  1/4 a — 4 

ad  v^afv/aa—  2,hoceft  minoris  ad  ma- 
jus. Itaque  finguli*  prima?  feriei  termi- 
ni 1 excepto  primo  , minores  funt  termi- 
nis , quibus  correfpondent  in  fecunda» 
atque  adeb  fumma  ex  terminis  primae 
aeftimanda  eft  minor  fumma  ex  terminis 
fecunda?. 

Eadem  ratione  folvetur  paradoxum* 
de  quo  agitur » in  omni  alio  cafu.  Nam 
ex  terminis  feriei  principalis  conftitutis 
duabus  feriebus » quarum  altera  conti- 
neat terminos  locorum  imparium»  altera 
terminos  locorum  parium  5 patebit  fem- 
per  fingulos  prima?  feriei  terminos » exce- 
pto primo»  minores  e/Te  terminis,  quifius 
in. fecunda  corcefpondent . Sic  in  nume- 
ris naturalibus  inverfis  » ubi  idem  para- 
doxum etiam  deprehenditur » fi  quifque 
terminus  locorum  imparium  rcprtefente- 
1 

tur  per  — » duo  » quibus  ille  correfpon- 
a 

det  inter  terminos  locorum  parium » 

1 1 

«runt  — — , Sr  — . Unde,  quia  reducit 

2 a—i  ia 

ad  eandem  denominationem  • ille  fit 
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4 0— *4  20  2 0—2 

— ■ — — »-,ifti  verb  — — 

4a3  — 4«  40*  — 40  20J— 40 

erit  ille  ad  duos  illos  fimul  fumptos  , uc 
4«»— .4  ad  40  — 2 » hoc  eft  in  ratione 
minoris  ad  majus:  & propterea  in  ferie 
harmonici  quifque  ex  terminis  locorum 
imparium  1 excepto  primo,  minor  eric 
ais , quibus  correfpondet , inter  terminos 
locorum  parium . 

Sed  in  ferie  harmonica  illud  notare 
oportet,  quod  fiquidem  termini  locorum 
imparium  , excepto  primo , fubducantur 
ordine  ex  iis , quibus  correfpondent  in- 
ter termiuos  locorum  parium  , nova  o- 
rigtur  feries,  cujus  fumma  eft  finitatquod 
fane  in  aliis  feriebus  , ubi  idem  parado- 
xum  deprehenditor  , locum  non  habet*' 
quum  in  iftis  fumma  ejus  feriei  , qua; 
hac  ratione  oritur  , fit  femper  infinita. 

Eft  quippe  hujufmodi  nova  feries  in  fe- 

rie  harmonica — f — — ■ ■ f — — ■■■* 

2 4.6  8,  10  12.14  16.18 

f — - ■ &c.  , defignantibus  pun&is  in- 

20.22 

interje&is  mutuam  numeror#, inter  quos 
interijeiuntur  , multiplicationem  , live 

. - 4 etiam 
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'•  2.6^4.10  6.14  8.18  xo.a» 

&c. , cujus  fnmmam  finitam  efle  » ne- 
mo non  videt  y quum  fit  femiffis  iftius 
I l s 1 1 

• — ^ — . f — f-  — f — &c.  y longe 
2.?  4«j-  6.7  8.9  10.11 

1 1 1 x 1 

minoris  hac  alifi  — f — f — f *— *t 

1 2.2  4.4  6.6  8.8  lo-xq 

I ‘ 1 ■ 1 1 * 1 

$rc.,  hoc  eft  *— f — f — f — f &C. 

-*•  4 16  36  64  100  / 

Indeque  ratio  eft  repetenda , cur  in  ferio 
harmonicS  y etfi  quifque  terminorum  ia 
locis  imparibus  y excepto  primo  y minoc 
fit  iis  y quibus  CofreFpondet  inter  termi- 
nos locorum  parium  y attamen  fumma 
tota  terminorum  in  locis  imparibus  non 
minor  yfed  a?quaiis  fit  fumma?  termino- 
rum in  locis  paribus , quia  fcUicet  ab  ea 
deficit  per  quantitatem  finitam  » quum 
tamen  utraque  fumma  fit  infinita. 

Jam  quotiefcumque  poteftates  nume- 
iorum  naturalium  hujufmodi  funtyut; 
ex  earum  inverfione  feries  oriantur»  qua- 
rum fumma;  fint  infinita;  ( id,  quod  con- 
tingit ? quum  exponentes  poteftatum 

non 
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nou  funt  majores  unitate,/  femper  pate- 
bit , quod  quifque  terminus  ex  iis  , qui 
funt  in  locis  imparibus  , excepto  primo» 
minor  fit  duobus  iis  , quibus  correfpon- 
det  inter  terminos  locorum  parium  . Sed 
contrarium  obtinere  comperietur,  quum 
poteftates  numerorum  naturalium  ex- 
ponentes habent  unitate  majores , atque 
adeo  inverfaj  feries  conftituunt  , quarurti 
fumma;  funt  finitae  . Hac  ratione  ii  pote- 
ftates numerorum  naturalium  fuerint 
quadrata  » ponendo  , quod  quifque  ter» 

, * i 

minus  locorum  imparium  fit  — , erunt 

, a9 

termini » quibus  ille  correfpondet  inter 

i 

eos , qui  funt  in  locis  paribus , — — 

- 4 

i ' a«—  x 

Sc  — proindeque  ratio  illius  ad  ho$ 

4d*  ’ • 

alios  duos  erit , ut  i6a9  — jaa  f 16  ad 
8 a2  — 8a  f 4,  hoc  eft  majoris  ad  minus. 
Atque  hinc  modb  facile  etiam  intelli- 
gimus  veritatem  alterius  hujus  parado- 
xi » quod  fumma  terminorum  in  loci* 
paribus  ad  fummam  terminorum  om- 
nium rationem  habeat  duplam  in  ferie 
numerorum  naturalium  1,2,  ?»4*f» 

.6  * 
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6 »7  » 8 ■»  9 » i o &c.  j quadruplam  in  fe- 
rie  quadratorum  1,4,9,  16 , 2j-  , 36, 
49 , 64 , 8 1 , 1 00 » &c.  j o&uplam  in  fe- 
rie  cuborum  1 , 8, 27 , 64 , 12?  » 316, 
34? , f 1 2 , 729  , 1 000  , &c. , atque  ita 
deinceps  • nimirum , quia  termini  loco- 
rum parium  conftituuntur  , fumendo 
duplum  cujufque  termini  in  ferie  nu- 
merorum naturalium  , quadruplum  in 
ferie  quadratorum  , odtuplum  in  ferie  cu« 
korum  , atque  ita  de  aliis  ; adeoque  tan- 
ttfm  abeft  , ut  fumma  totius  feriei  exce- 
dat fummam  terminorum  in  locis  pari- 
bus per  fummam  ex  terminis  locorum 
imparium  , ut  potius  illa  illius  pars  ali— 
quota  , denominata  ^ poteftate  binarii» 
limi  Ii  iis,  de  quibus  agitur,  cenfenda  lit. 

Neque  verb  quicquam  movere  Nos  de- 
bet, quod  termim  locorum  parium  inter 
terminos  locorum  imparium  exillant» 
adeoque  veluti  partes  totius  feriei  ne« 
queant  fimul  fumpti  quantitatem  con- 
ii.tuere  multiplicem  illius , Nam  ii  ita 
res  edet , feries  quadratorum  , cuborum, 
aliarumque  aitiorum  poteftatum  ex  nu- 
meris naturalibus,  minores  ede  deberent 
ipsa  ferie  numerorum  naturalium  5 quia 
fcilicet  inter  numeros  naturales  repe- 
riuntur  ipforum  turg  quadrata,  tum  cu- 
bi, 
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bi » tum  altiores  pote  (lates  . Atque  ita 
quoque  feries  ex  radicibus  quadratis , ra- 
dicibus cubicis , aliifque  radicibus  fupe- 
rioribus  numerorum  naturalium  majo- 
res effe  deberent  ferie  , quam  conftituunt 
ipli  numeri  naturales  > quia  fcilicet  illi 
reperiuntur  inter  eorundemmet  tum 
radices  quadratas  , tum  radices  cubicas, 
tum  radices  altioris  ordinis. 

Ca;terum  , ut  huic  tandem  Appendici 
finem  imponamus , notabimus  hoc  Joco 
methodum  illam  inveniendi  fummas  fi- 
nitas ferierum  per  fubdu&ionem  alicu- 
jus  feriei , uno  termino  mutilatae, a fe  ip- 
sa integra  , eb  redire  , ut  inter  terminos 
feriei  differentia  capiantur  . llnde  ultrb 
confequitur  id  , quod  in  calce  capitis  X£ 
adnotavimus,  nempe  , quod  fumma  fe- 
riei reliqua:  fit  primus  terminus  ultimo 
minutus  . Nani  fi  fuerint  quotcumque 
magnitudines  a,  b , c , d , Ctf  ig  jmani- 
feftb  liquet  omnium  differentias  fimui 
O • b j b «-<  C % C — — d , d »— « C , 6 fu 
f — g effe  jequales  a — g , hoc  eft  prini» 
ultimd  minutse.Quod  quidem  notandum 
hoc  loco  duximus  , quia  rationem  hujus 
rei  traditam  citato  loco , experienti#  e- 
dooli  fumus  > non  omnibus  pera;que  fa- 
tisfacere. 
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